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Préliminaire

Ce document regroupe des exercices d'application du cours qui sont des extraits d'examens. Ces exercices
constituent une base pour vous permettre de tester vos connaissances et vous entrainer. Des éléments de correction sont
donnés afin de vous permettre de travailler en autonomie, cependant n'hésitez pas a contacter I'équipe pédagogique.
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PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

I/ INDEPENDANCE DEUX A DEUX ET DANS LEUR ENSEMBLE
On considére une expérience aléatoire dont les événements élémentaires sont @;, i=1,...,4. On suppose que
tous les événements sont équiprobables.
1/ Quelle est la probabilité que I'événement «; soit réalisé ?
On considere les événements suivants : A={w, @, }, B ={w,, w3} et C ={wy, w3}.
2/ Quelle est la probabilité que les événements A, B et C soient réalisés ?
3/ Quelle est la probabilité que les événements A.B, AC et B.C soient réalisés ?
4/ Discuter de l'indépendance deux a deux des événements A, B et C ?
5/ Quelle est la probabilité que I'événement A.B.C soit réalisé ?
6/ Discuter de I'indépendance dans leur ensemble des événements A, B et C.

II/ VARIABLES ALEATOIRES
Soit ¢ une variable aléatoire (VA) scalaire et réelle de densité de probabilité (ddp) quelconque. On considére les

VA X etY définiespar X =cosg et Y =sing.

1/ Discuter de l'indépendance des VA X et Y .
¢ est maintenant une VA uniformément répartie entre O et 7 .

2/ Expliciter f,(p), ddpdelava ¢.

3/ Préciser ou se trouvent dans le plan les points correspondants a différentes réalisations du couple aléatoire (X,Y).

4/ Sans faire de calculs et par un raisonnement simple, préciser la valeur moyenne my de la vA X ainsi que le signe
de la valeur moyenne my delavAaY .

1+cos26 1-cos26

On rappelle que cos? 0 = , sinZG:T et sin20 = 2sindcosé .

5/ Calculer my ainsi que l'écart type oy delava X.

6/ Calculer my ainsi que E[Y2] puis oy , écarttypedelavAa Y .
7/ Discuter de la corrélation des VA X et Y .

III/ CHANGEMENT DE VARIABLES ALEATOIRES
Soient U et V deux variables aléatoires (va) indépendantes et uniformément réparties sur ]0, 1] . On définit tout

d'abord lesvA ¥ =27U et R=+-2LnV .

1/ Déterminer la densité de probabilité (ddp) de lava ¥ puis celle de la vA R . En déduire la ddp conjointe de ces VA.
On définit ensuite les va

X =a+bRcosY,
Y =c+dRsinY,

a, b, c etd étant des constantes réelles.
2/ Déterminer la ddp conjointe des VA X et Y , et les caractériser au mieux.
3/ 0On souhaite que X ait une valeur moyenne my et un écart type oy donnés. Quelle valeur doit-on donner & a et a

b ?

IV/ SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES
Soient X et Y deux variables aléatoires (VA) réelles, scalaires et continues de densité de probabilité (ddp)
conjointe fyy (X,Y).

1/ Expliciter fy (y), ddp marginale de la vA Y , en fonction de fyy (X, V).
2/ Expliciter fy ;y_y(x), ddp conditionnelle de la VA X sachant que la VA Y est fixée et égale y, en fonction de
fxy (x,y) etde fy (y).

On considere dans toute la suite lesVA Zg =Xg+Y et Z =X +Y ,00 Xq est une constante réelle et scalaire.
3/ Expliciter la ddp de lavA Zg. (On prendra soin de bien préciser le raisonnement suivi.)
4/ Expliciter la ddp conjointe des vA X et Z en fonction de fyy (.,.). (On prendra soin de bien préciser le
raisonnement suivi.) En déduire I'expression de fZ/X:XO (2) en fonction de fyy (.,.) et de fy (.). Qu'observe-t-on
quand les vAa X et Y sont indépendantes ?
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V/ VARIABLES ALEATOIRES MIXTES

Soit X une variable aléatoire (VA) discréte prenant les valeurs —1 et +1. La valeur +1 est prise avec la
probabilité p.
1/ Exprimer la valeur moyenne de la VA X puis sa variance, sa fonction caractéristique, sa fonction de répartition et
enfin sa densité de probabilité (ddp).

Soit Y une VA uniformément répartie entre —1 et +1.
2/ Exprimer sa ddp, sa fonction de répartition, sa valeur moyenne puis sa fonction caractéristique.

Soit maintenant Y une VA continue de ddp fy(y) quelconque. X est toujours la vA discrete définie

précédemment. On suppose que les VA X et Y définies précédemment sont indépendantes. On considére la VA
Z=X+Y etlavaW=XY.

3/ Exprimer la fonction de répartition de la vA Z en fonction de celle de lavA Y et de p. En déduire la ddp de la va
Z enfonction de fy (y) etde p.
4/ Exprimer la ddp de lava W en fonction de fy (y) etde p.

Y est maintenant une VA gaussienne centrée et d'écart type o .
5/ Exprimer la ddp de la vA W . Conclure.

VI/ VARIABLE ALEATOIRE GAUSSIENNE CIRCULAIRE ET RAPPORT DE VARIABLES ALEATOIRES
GAUSSIENNES

On considére tout d’abord une variable aléatoire (vA) X gaussienne, scalaire, réelle, de moyenne m et d’écart
type o .
1/ Rappeler I’expression de sa densité de probabilité (ddp).

Dans toute la suite, on considere deux VA X et Y gaussiennes, scalaires, réelles, centrées et de méme écart type
o . On suppose de plus que ces VA sont indépendantes.

2/ Expliciter la ddp conjointe fyy (X,y) desvAa X et Y.
3/0Onpose Z =(X Y)' . En déduire I"expression de laddp f, (z)delava Z .
A partir des vA X et Y définies précédemment, on construit la VA scalaire et complexe Z =X +jY (avec
:2
j?=-1).
4/ Expliciter la moyenne ainsi que I’écart type oz delava Z.

5/ Expliciter la ddp de la VA Z uniquement en fonction de z et oz . On dit que la VA Z est gaussienne circulaire.

On suppose de plus les vA X et Y sont réduites (moyenne nulle et écart type unitaire) et on considere
maintenant lavA Z =Y /X avec X #0.

6/ Expliciter F7 (z), fonction de répartition de la vA Z , en fonction de la notion de probabilité en faisant intervenir les

VA X etY.
7/ Représenter dans le plan I’ensemble des couples (X,Y) conduisant & une valeurde Z =Y /X <z.

8/ En déduire tout d’abord une expression intégrale de F; (z) en fonction de fyy (X,V).
9/ Exprimer tout d’abord f7 (z), ddp de lava Z , en fonction de Fz(z).

10/ En déduire I’expression de f (z).

11/ Vérifier que f7(z) est bien normalisée.

12/ Que peut-on dire de la moyenne de lava Z ?

X X
L’expression de f; (z) va étre retrouvée en considérant le changement de VA suivant : (Y ]—{Z —Y/Xj .

13/ Exprimer tout d’abord fyz (X,z), ddp du couple aléatoire (X, Z), en fonction de la ddp du couple (X,Y).
14/ Expliciter fy7 (x,2) .

15/ Exprimer f; (z) en fonction de fy7 (x,z).

16/ Retrouver I’expression de f7 (z).

VII/ VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES

Soit X une variable aléatoire (vA) vectorielle de dimension (nx1) . Sa fonction de répartition est notée Fy (x),
sa densité de probabilité (ddp) fy (x), sa fonction caractéristique @y (u)= Eexp(juTX)], U étant un vecteur de
dimension (nx1), samoyenne my et sa matrice de covariance Cyy .

Le but de cet exercice est d’établir quelques propriétés des VA gaussiennes, tout d'abord scalaires puis

vectorielles. On rappelle que la transformée de Fourier (TF) du signal f(x)=exp(—7zx2), X étant scalaire, est

F(y) = exp(-zy?).
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1" partie — Variables aléatoires scalaires
Soit X une VA scalaire, gaussienne et réduite.
1/ Rappeler I’expression de sa ddp, fy (X).
2/ Vérifier que sa fonction caractéristique est ¢y (u) = exp(— u2/2).
On considere lavAa Y =aX +b, o0 a et b sont deux réels connus et a=0.
3/ Expliciter sa moyenne, my , ainsi que son écart type, oy , en fonctionde a etde b.

4/ Apres avoir rappelé les éléments nécessaires concernant les changements de vA, exprimer la ddp, fy (y), ainsi que
la fonction caractéristique, @y (u), de lavAa Y en fonction de my etde oy .
Onditque Y une VA gaussienne de moyenne my et d’écart type oy .

2° partie — Variables aléatoires vectorielles
On considere une suite X4, X5, ..., X, de n VA identiques, scalaires, gaussiennes, réduites et indépendantes

dans leur ensemble.
5/ Exprimer la ddp marginale de chacune de ces VA ainsi que la ddp conjointe de ces VA.

On considére le vecteur aléatoire X =(Xq,Xo, ..., Xn)T .
6/ Exprimer la ddp du vecteur aléatoire X , fy (x), uniqguement en fonction de n et du vecteur x.
7/ Exprimer la fonction caractéristique, ¢y (u), du vecteur aléatoire X uniquement en fonction du vecteur u .

On considére maintenant lavA Y = A X + B ou A étant une matrice connue, inversible, de dimension (nxn)
et B un vecteur connu de dimension n.
8/ Exprimer la valeur moyenne, my , de la VA Y ainsi que sa matrice de covariance, Cyy , en fonction de A et B
uniquement. On précise que si y = Ax, ou A est une matrice constante, alors la matrice jacobienne est J = A.

9/ Aprés avoir rappelé les éléments nécessaires concernant les changements de vA, donner I’expression de la ddp,
fy (y),delava Y enfonctionde n, A et B.Exprimer ensuite fy (y) uniquement en fonctionde my , Cyy et n.

10/ Exprimer ¢y (u) , fonction caractéristique de la vA Y , en fonction de my et Cyy .
On dit que la VA Y est une VA gaussienne de dimension n ou encore que les VA Yj,Y5,..., Y, sont gaussiennes
dans leur ensemble.
3¢ partie — Combinaison linéaire de variables aléatoires
Soit X =(Xq, Xp, ..., Xn)T un vecteur aléatoire gaussien, de moyenne my et de matrice de covariance Cyy .
Le but de la suite de cet exercice est de démontrer que si toute combinaison linéaire des vA Xj, X,,..., X, est une VA

gaussienne alors le vecteur aléatoire X = (X, Xo, ..., Xn)T est gaussien.

n
Soient Xj, X5,..., X,; une suitede n vaetlava Y =ZuiXi =uTX,ou u =(ug, Uy, ..., un)T. On suppose
i=1
que Y est une VA gaussienne quelle que soit la pondération des VA X, X,, ..., X,,, soit encore quel que soit le vecteur

u . La fonction caractéristique de lava Y estalors ¢y (t) = exp(jth )exp(— o—$t2/2), ol my estla moyenne de la va

Y et oy son écart type. On pose X =(Xq, Xo, ..., Xn)T.

11/ Rappeler la définition de Cyy , matrice de covariance du vecteur aléatoire X .

12/ Que peut-on dire des va X; (i=1,..,n)?

13/ Expliciter la moyenne, my , ainsi que I’écart type, oy , de lavAa Y , en fonctionde my , Cyx et u.

14/ Expliciter la fonction caractéristique de la VA Y , ¢y (t), en fonction de @y (.), fonction caractéristique du vecteur

aléatoire X .

15/ En partant de I’expression de ¢y (1), en déduire I’expression de la fonction caractéristique, @y (u), du vecteur
aléatoire gaussien X en fonctionde my , Cyx et u.

16/ D’aprés ce qui précéde, en déduire I’expression de fy (x). Conclure.

17/ On suppose que les différentes composantes du vecteur aléatoire gaussien X sont décorrélées. Quelle est la
conséquence sur la matrice de covariance ? Que peut-on dire des X, X5, ..., X ?

18/ Déduire de ce qui précéde que si X =(Xq, X5, ..., Xn)T est un vecteur aléatoire gaussien alors la vA

n
Y = ZUi Xi = uT X est gaussienne quelle que soit la pondération des VA Xi, Xg,..., Xy . Conclure.
i=1
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VIII/ SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES

Soient X et Y deux VA scalaires, gaussiennes, réduites et indépendantes, et deux scalaires certains s et t tels
que s2 +12 =1.
1/ Expliciter la ddp marginale des vA X et Y, notées respectivement fy (x) et fy (y), ainsi que la ddp conjointe
fxy (X, y) du couple aléatoire (X,Y).

2/ Les VA X etY sont-elles corrélées ?
On considere les VA U =sX +tY etV =tX —sY .
3/ Calculer leur moyenne, leur écart type ainsi que leur covariance.
4/ Expliciter la ddp conjointe des vA U et V .
Soient X, Y et Z trois VA gaussiennes dans leur ensemble, centrées et de matrice de covariance |, matrice
identité de dimension 3.
5/QuelleestladdpdelavaW =X +Y +Z ?
6/ Montrer que lesvA X =Y , Y —Z et Z - X sont chacune indépendante de lavAa W .

IX/ VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES : CONTRE-EXEMPLE 1
On considere une fonction de deux variables (VA) scalaires définie par

1 1(2 2
X, y) =—exp| —=\x“ + - f(x)f(y),
90 ) = - p( 1 y)j ()
avec
2 -
£(x) = a(x —b)5||x|<3,
0sinon.
1/ Pour quelle valeur de b la fonction g(x,y) peut-elle étre la ddp d’un couple aléatoire (X,Y) ? Donner une

condition suffisante sur a pour que g(x,y) soit une ddp (il n'est pas demandé de faire I'application numérique).

Dans toute la suite, on suppose les conditions remplies.
2/ Expliciter la ddp marginale de la vA X . Commenter le résultat obtenu.
3/Les VA X et Y sont-elles indépendantes ? Sont-elles décorrélées ? Conclure.
4/LavA Z = X +Y est-elle gaussienne ?

X/ VARIABLES ALEATOIRES GAUSSIENNES : CONTRE-EXEMPLE 2
Soit X une variable aléatoire (vA) continue, scalaire et réelle, de densité de probabilité (ddp) fy (x) .
1/ Rappeler la définition de sa fonction de répartition, Fy (x), en fonction de la notion de probabilité puis en fonction
desaddp fy(.).
2/ Rappeler I'expression de la fonction caractéristique, @y (u),delava X.

LavAa X est maintenant une VA gaussienne et réduite. Sa fonction caractéristique est alors @y (u) = exp(— u2/2).
3/ Représenter I'évolution de fy (x) . Expliciter Fy (—x) en fonction de Fy (X).

Soit Y une VA définie par Y =&X ou & est une VA indépendante de la vA X prenant les valeurs +1 ou -1
avec la méme probabilité.
4/ Expliciter la fonction de répartition, K, (y), de la vA Y en fonction de Fy (x). En déduire que Y est une VA

gaussienne dont on précisera sa moyenne et son écart type.
On considere lava Z =X +Y .
5/ LavA Z est-elle continue ou discréte ou mixte ? En déduire si la VA Z peut étre une VA gaussienne.
6/ Expliciter la fonction caractéristique, @5 (u), de lava Z . En déduire si lavA Z peut étre une VA gaussienne.

7/ Expliciter la fonction caractéristique du couple aléatoire (X,Y). En déduire si ce couple peut étre gaussien.

XI/ LOI DE CAUCHY
Soit X une variable aléatoire (VvA) continue,
scalaire et réelle, de densité de probabilité (ddp) fy (x) B -

1/ Rappeler la définition de la fonction de répartition A
Fx(x) de la va X en fonction de la notion de X N
probabilité puis en fonctionde fy (.) . <

2/ Rappeler I'expression de la fonction caractéristique %\\
@x (u) de la va X . Que vaut ¢y (0) ? Discuter de e

d L‘l
l'existence de gy (u) . Comparer |py (u)| & @x (0) . O] | A

Figure 1 — Illustration du probléme
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3/ Sous réserve d'existence, rappeler I'expression du moment d'ordre k my de la vA X ainsi que I'expression de son
écart type oy X est maintenant une VA gaussienne, centrée et d'écart type o .
4/ Expliciter laddp fyx (.) delava X.

Un observateur situé au point A vise un point B de lI'axe Ox dont il est situé a une distance | connue. Il déduit
I'abscisse X du point B de la mesure de I'angle ¢ défini sur la figure 1. Cet angle est une VA uniformément répartie
entre —7z/2 et +7/2.

5/ Expliciter laddp f;(¢) delaVvA ¢ ainsi que sa moyenne my et son écart type o .

6/ Apres avoir rappelé les résultats concernant le changement de VA scalaires et réelles dans le cas général, démontrer
que X estune VA qui suit une loi de Cauchy de paramétre 1 et de ddp

A
fx () 7|42 + x
Préciser I'expression de A . Tracer I'évolution de cette ddp.
7/ Que peut-on dire de la moyenne de la va X ainsi que de ses différents moments d'ordre k ?
8/ Expliciter Fy (x), fonction de répartition de lava X .

AR

9/ On rappelle que la transformée de Fourier (TF) du signal s(x) = exp(—|x|), X étant scalaire, est S(y) :ﬁ.
1+ (2xy

Expliciter la fonction caractéristique de la vA X . Conclure.

10/ Montrer que, pour =0, lesVA Y =aX et Z :ix suivent des lois de Cauchy dont on précisera le paramétre
(27

caractéristique.
11/ Soient X et Y deux VA indépendantes et suivant une loi de Cauchy de paramétre respectivement « et 3.

Déterminer laddp delava S=X +Y .
12/ Soient X et Y deux VA indépendantes et identiquement distribuées (iid). Montrer que si lavA S =X +Y suit une
loi de Cauchy de parametre 4, X et Y suivent également une loi de Cauchy dont on déterminera le paramétre.

Dans toute la suite de I'exercice, X et Y sont deux VA iid, gaussiennes, centrées et d'écart type o, et on
s'intéresse a lavA Z =Y/X . Par plusieurs méthodes, il va étre montré que la vA Z suit une loi de Cauchy.

13/ Expliciter la ddp conjointe fyy (X,y) desva X etY .
On pose X =R cos(¢) et Y =Rsin(¢) avec R>0 et g e]-7,7].

14/ Aprés avoir rappelé les résultats concernant le changement de VA vectorielles et réelles dans le cas général,
expliciter la ddp conjointe fr4(r,¢) des VA R et ¢.

15/ Discuter de I'indépendance des VA R et ¢. En déduire la ddp marginale f;(¢) de la VA ¢, puis la ddp marginale

fr(r) delava R.

16/ Expliciter F; (z), fonction de répartition de la VA Z , en fonction de la notion de probabilité en faisant intervenir
lesva X etY.

17/ Représenter dans le plan I’ensemble des couples (X,Y) conduisant a une valeur de Z = % <Z.

18/ En déduire tout d’abord une expression intégrale de Fz(z) en fonction de f,(¢) et en deduire que Z suit une loi

de Cauchy dont on précisera le paramétre.

X X
L’expression de f7(z) va étre retrouvée en considérant le changement de VA suivant : (Y ]—_{Z B Y/Xj .

19/ Exprimer tout d’abord fyz(x,z), ddp du couple aléatoire (X, Z), en fonction de la ddp du couple (X,Y). En
déduire I'expression de fyz(X,z).
20/ Exprimer f;(z) en fonction de fy7(X,z) puis retrouver I’expression de f;(z).

XII/ ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES
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SIGNAUX ALEATOIRES

I/ SIGNAUX ALEATOIRES

1/ Rappeler la définition d’un signal aléatoire (SA) stationnaire au sens strict.

2/ Rappeler la définition d’un sA stationnaire au sens large.
Soit x(t) un SA centré, scalaire, réel, stationnaire au sens strict, de fonction d'autocorrélation y.(z), de

puissance finie et de densité spectrale de puissance (dsp) Ty, ().

3/ Expliciter E[x(t)].

4/ Rappeler la définition de y(z) puis celle de Ty, (f).

5/ Exprimer la puissance d'un sA stationnaire en fonction de sa corrélation puis en fonction de sa dsp.
On considere le sa y(t) = x(t) cos(2fgt) ou fy est une fréquence certaine.

6/ Expliciter la fonction d'autocorrélation du sA y(t) .

7/ Ce sA est-il stationnaire au sens large ?

On considere le sa z(t) = x(t) cos(27fgt) + J x(t)sin(27zfot) ou fy est une fréquence certaine.

8/ Expliciter la valeur moyenne du sA z(t)

9/ Ce sA est-il stationnaire au sens large ?

10/ Expliciter la dsp du sA z(t) en fonction de Ty, (f).

II/ AUTOCORRELATION ET DENSITE SPECTRALE

1/ Rappeler les principales propriétés de la fonction d'autocorrélation et de la densité spectrale de puissance (dsp) d'un
signal aléatoire (SA) scalaire et stationnaire.

2/ Justifier pourquoi les fonctions

f 1
fy=——— et f)=——+
W)= @ @0
avec T réel ne sont pas des dsp de puissance d'un SA.
3/ Justifier pourquoi les fonctions
exp(-z/T)siz >0 Lsifd<T
h =|r|exp(=|z|/T), h = ) eth =
1 (7) = [r|exp(=[2|/T), hy () {Osmon 3(7) 0 sinon

avec T >0 ne sont pas des fonctions d'autocorrélation d'un sA.

III/ VARIANCE D'ALLAN
Cet exercice s'intéresse a la variance d'Allan qui est fréquemment utilisée pour caractériser la stabilité dans le
temps de la fréquence des oscillateurs. Soit x(t) un signal aléatoire (SA) scalaire, réel, stationnaire, centré, de fonction

d'autocorrélation yy(7), de densité spectrale de puissance (dsp) 7y (f) et de puissance Py .
1/ Rappeler la définition d'un sA stationnaire.
2/ Rappeler la définition de y, () ainsi que celle de 7, (f).

3/ Expliciter P, en fonction de yy () puis en fonction de 7y, (f).
On considere le sa y(t) qui se déduit de x(t) par larelation

1.t
y(t):?jt_Tx(e)de, avec T >0.

4/ Montrer que le systéme qui permet de x(t) a y(t) est un filtre linéaire (FL). Expliciter sa réponse impulsionnelle (R1)
h(t) ainsi que sa réponse en fréquence (RF) H(f). Le FL est-il causal ?

5/ Le sA y(t) est-il stationnaire ?

6/ Rappeler la formule des interférences dans le cas général.

7/ Expliciter ladsp 7y (f) dusignal y(t) en fonction de 75, (f).

8/ Montrer que la puissance Py du signal y(t) se met sous la forme
+005in? (AT)
Py = 2
% (AT)
On considere le signal constant par morceaux
d(t) = Yk )T)-y(KT) [kT,(k+D)T[,avec ke Z.

72

9/ Déterminer la puissance Py (T) du signal d(t) en fonction de yy (0) etde yyy(T).

T (F)df .
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10/ Expliciter Py (T) sous forme intégrale en fonction de 77, (f). En déduire que

wsin?
Pa(T)=4] %rm(f)df.

P4 (T) est appelée variance d'Allan du signal x(t) .

o4 P4 P4
oo sin 2(u) du 21, + 00 Sin 3(u) o0 sin 4(u) duZ®
u 470 u u 3
11/ Représenter graphiquement log(Py (T)) en fonction de log(T ) dans les cas suivants :
— X(t) est un bruit blanc,

On précise que J'J du=1In(2) et IJ

— x(t) estun bruit de scintillement ou encore en 1/ f : Iy (f) =a/|f|, a>0,

— x(t) estun bruit brownien: I, (f)= a/f2 , a>0.
Quel est I'intérét de la variance d'Allan ?

IV/ SIGNAL ANALYTIQUE, ENVELOPPE COMPLEXE ET DECOMPOSITION EN PHASE ET EN
QUADRATURE

1/ On considére un signal x(t) scalaire, réel et centré et, sous réserve d'existence, on note X (f) sa transformée de
Fourier. Vérifier que X (—f)= X*(f) .

On appelle filtre analytique le filtre linéaire de réponse en fréquence H,(f)=2u(f) ou u(f) est le signal
échelon d'Heaviside (u(f)=1si f >0 et u(f) =0 sinon). Le signal x(t) est appliqué a I'entrée du filtre analytique et
on note X, (t) le signal de sortie qui est appelée signal analytique.

2/ Le signal x4 (t) peut-il étre réel ?
3/ Lesignal x(t) étant réel, établir que x(t) = Re(x,(t)), ou Re(c) désigne la partie réelle du nombre complexe C.

On considere un signal aléatoire (SA) x(t) scalaire, réel, centré et stationnaire (au sens strict), de fonction
d'autocorrélation y,,(7) et de densité spectrale de puissance (dsp) Iy (f). On suppose de plus que ce signal est de

puissance finie.
4/ Rappeler la définition de y () puis celle de 7y, ().

5/ Expliciter la puissance du signal x(t) en fonction de y(z) puis en fonction de 73, ().
6/ Le signal analytique x,(t) associéa x(t) est-il stationnaire ?
7/ Expliciter la moyenne du signal X, (t) .
8/ Rappeler la formule des interférences dans le cas général (préciser les notations).
9/ Expliciter la dsp anxa(f)du signal X, (t) en fonction de 7, (f).
10/ En appliquant la formule des interférences, établir que E[x,(t)x3(t—7)]=0 VteR et VreR.
L'enveloppe complexe e(t) du signal x(t) par rapport & la fréquence fy arbitraire est définie par
e(t) = x5 (t) exp(—j2afgt) ou x,(t) est le signal analytique associé a x(t) .
11/ Expliciter E[e(t)e(t—7)].
12/ Le signal e(t) est-il stationnaire au sens large ?

On pose e(t) = p(t)+ jg(t), p(t) et g(t) étant réels (avec j2:—1). On a donc p(t):w et
_e®-€e'(t)
q(t) = 2

13/ Expliciter x(t) en fonctionde p(t) et q(t).

14/ Expliciter la moyenne des signaux p(t) et q(t).

15/ Expliciter 7/pp(r), 7qq () ainsi que la fonction d'intercorrélation entre le signal p(t) et le signal q(t) en fonction
de yee(7) -

16/ En déduire que les signaux p(t) et g(t) sont décorrélés au méme instant.

17/ Comparer les dsp des signaux p(t) et q(t) puis les puissances des signaux x(t), p(t) et q(t).

18/ On suppose que anxa(f) est symétrique autour de la fréquence f,. En déduire que p(t;) et q(t,) sont

décorrélés quels que soient les instants t; et t, .
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V/SIGNAL BINAIRE
Soit A, keZ, une suite de variables aléatoires (vA), scalaires, indépendantes deux & deux, identiquement

distribuées (iid), et prenant les valeurs +1 avec la méme probabilité.
1/ Déterminer E[A, ], moyenne de lavAa A, ainsi que E[?ApAq].

On construit a partir de cette suite aléatoire le signal aléatoire (SA)
X(t) =Y Ach(t-kT) avec T >0 et h(t) :{
k

2/ Représenter un exemple (quelconque) de trajectoire de ce SA.
3/ Expliciter la moyenne statistique du SA x(t) ainsi que sa puissance statistique, E[x(T/4)x(3T/4)] et
E[x(3T/4)x(5T /4)].
4/ Le sA x(t) est-il stationnaire ?
On introduit une VA @ uniformément répartie entre 0 et T .
5/ Expliciter sa densité de probabilité (ddp) fo(6) .

On construit ensuite le sA y(t) :ZAkh(t—kT — ). On suppose de plus que les vA @ et A, keZ, sont
k

1site][0,T],
0 sinon.

indépendantes dans leur ensemble.
6/ Représenter deux exemples (quelconques) de trajectoire.
7/ Expliciter la moyenne statistique du SA y(t) .

8/ On cherche & exprimer E[y(t)y(t —r)]. On considére tout d'abord le cas ol |r| >T . Que peut-on dire des VA y(t) et
y(t—7) ? En déduire la moyenne E[y(t)y(t - )] dans le cas ot [f =T .

9/ Démontrer ensuite que E[y(t)y(t—r)]:(1—|r|/T) si |7 <T. (Indication : faire un changement de variable pour
exprimer E[y(t)y(t - r)] sous la forme d'une intégrale dont les bornes sont infinies.)
10/ Le sa y(t) est-il stationnaire au sens large ?
11/ Expliciter la densité spectrale de puissance (dsp) 7y (f) dusA y(t).
On considere le sA e(t) = ZAkd(t —KkT —0@),lesva @ et A étant définies précédemment.
k

12/ Représenter deux exemples de trajectoire de ce SA.
13/ Expliciter la moyenne du sA e(t) . Le sa e(t) est filtré par un filtre linéaire de réponse impulsionnelle h(t) définie

précédemment. A quoi est égal s(t) , signal en sortie du filtre 2 On démontre que le sA s(t) est stationnaire.

14/ Justifier simplement pourquoi si le signal d'entrée d'un filtre linéaire est stationnaire, il en est de méme du signal de
sortie.
15/ Soit x(t) un sa stationnaire qui est filtré par un filtre linéaire de réponse en fréquence G(f). On note y(t) le

signal de sortie. Justifier simplement pourquoi 77y (f)=|G(f )|2 Ty ().
16/ En déduire la dsp du signal e(t) ainsi que sa fonction d'autocorrélation. Qualifier ce signal.

VI/ FILTRAGE NON LINEAIRE
On considére un filtre non linéaire & temps discret (TD) dont la relation entre le signal d'entrée X[n], qui est

scalaire et réel, et le signal de sortie Y[n] (ne Z) est la suivante

Y[n]=exp(a+bX[n]),
a et b étant des grandeurs réelles, scalaires et certaines. On suppose dans un premier temps que le signal d'entrée
X[n] est un bruit blanc gaussien d'écart type o .

1/ Expliciter les termes blanc et gaussien.
2/ Rappeler la définition de la fonction d'autocorrélation statistique ygg[k] d'un signal aléatoire (sA) scalaire et

stationnaire a TD S[n] ainsi que celle de sa densité spectrale de puissance (dsp).

3/ Rappeler la définition d'un sA stationnaire au sens large.
4/ Expliciter la densité de probabilité (ddp) du couple aléatoire (X [n] X[n—k]), pour k 0.

2
5/ Vérifier que la moyenne du sA Y [n] est égale a exp(a)exp{b2 %] .

6/ Expliciter la moyenne du signal Yz[n] . En déduire I'écart type du sA Y[n].
7/ Expliciter la fonction d'autocorrélation yyy [k] du sA Y [n] en fonctionde a, b et o.
8/ Le sA Y [n] est-il stationnaire au sens large ?
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On suppose maintenant que le signal X[n] est un bruit gaussien, centré, de puissance statistique o? et de
fonction d'autocorrélation yyy [K]= p[k]az avec 0< |p[k]| <1 si k #0. On considere le couple aléatoire (U V)T avec
U =X[n] etV =X[n-K].

9/ Expliciter la matrice de covariance £ du vecteur aléatoire (U V)T .
10/ Expliciter les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice X .

On pose
_ 111 _ ofl+plk] 0 v2  [V1+pIk] 0
P_ﬁ(l _J, D=c ( 0 1—p[k]j et D —G( 0 '—1—p[k]]'

RN 2 . Z _1/2 T U
et on considére le vecteur aléatoire =D 7P .
W \
11/ Vérifier que P2 =PT etque X =PDP'.
12/ Expliciter la matrice de covariance du vecteur aléatoire (Z W)T . Que peut-on dire desvA Z et W ?
13/ Expliciter yyy [k] enfonctionde a, b, o et p[k].

14/ Le sA Y [n] est-il stationnaire au sens large ?

VII/ ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES
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I/ VARIABLES ALEATOIRES
1/ Sur la figure 1 sont représentées trois fonctions scalaires et reelles p;(x), i=1, 2,3, de la variable scalaire (vA) et

réelle x. En justifiant la réponse, préciser si ces fonctions peuvent représenter des densités de probabilité (ddp) ?

p1(X)

P2(X)

p3(X)

fi(x)

f2(x)

fa(x)

ESTIMATION

1.5

1

0.5

0

=10

S
N

0.6

xX o
\o]

04

0.2

-0.2

Figure 1
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/
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0 2

X

Figure 2
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2/ Sur la figure 2 sont représentées les ddp f;(x) de trois vA X;, i=1,2,3. En justifiant la réponse et & vue d'ceil,

donner un ordre de grandeur de la valeur moyenne de chaque VA. A vue d'eil, classer les VA par ordre d'écart type
croissant. Toujours a vue d'eeil, classer les VA par ordre croissant de la probabilité que la VA appartienne a l'intervalle
[3,5].

3/ On s'intéresse maintenant a un probléme d'estimation. On cherche a estimer un parameétre scalaire et réel 6 a partir

d'un jeu de données. On envisage trois estimateurs 61' i=12,3. Dans le but de les comparer, on fabrique une

expérience dans laquelle on sait que la vraie valeur du paramétre est 4. Chacun des trois estimateurs é, possede la ddp
fi(x), i=1 2,3, représentée sur la figure 2. En justifiant clairement la réponse, ordonner les estimateurs par ordre de
biais croissant. L'un d'entre eux est-il non biaisé ? Ordonner les estimateurs par ordre d'écart type croissant.

II/ BORNE DE CRAMER RAO
Il est courant de vouloir estimer la valeur d'un paramétre certain @ figurant dans une densité de probabilité (ddp)
d'une variable aléatoire (vA) X a l'aide d'une fonction h(X). A partir d'une réalisation x de la vA X, on a donc une

valeur estimée particuliére, h(x) , du paramétre 6 . L'estimateur h(X) est une grandeur aléatoire. Se pose alors :

— d'une part, la question de savoir si la fonction h(X), que I'on utilise pour estimer la parameétre &, est ou non biaisée,
ce qui revient a comparer I'espérance de I'estimateur h(X) a la valeur du paramétre &,

— d'autre part, la question de savoir si la fonction h(X) constitue un estimateur efficace, c'est-a-dire a une dispersion ou

encore une variance aussi petite que possible.
La borne minimale de la variance est appelée borne de Cramer Rao.

Le but de cet exercice est d'établir I'expression de la borne de Cramer-Rao dans le cas ou 6 et X sont scalaires.
On suppose pour cela que les fonctions qui interviennent sont assez réguliéres pour pouvoir intervertir les opérateurs
dérivation et intégration. On note f(x, &) la ddp de la vAa X . On suppose de plus que le support de f(x, &) ne dépend

pasde 4.

1/ Que vaut foof(x,e) dx ? En dérivant cette expression par rapport & @, en déduire tout d'abord que
0 0% o 2
El—Inf(X,0)|=0 puisque E| —In f(X,8) |=-E|| —In f(X,6 .
[89 ( )} puis q {aaz ( )} (ae ( ))
2/ Pourquoi a-t-on E[e%ln f(X,H)}:O ?

3/ Expliciter la variance de la vA a—agln f(X,8) sous forme intégrale.

4/ Démontrer que w = E[h(X)%In f(x,e)} . En déduire que
de[h(X)] ~ 0
—a0 - E[(h(X) E[h(X)])ae In f(X,H)]

Soient u(t) et v(t) deux fonctions scalaires. Sous réserve de convergence des intégrales, on rappelle que I'on a

‘ [ utva of < [ o dt [ dt.

do
2
E a—zlnf(x,e)
00

6/ Que devient cette expression quand h(X) est non biaisé, c'est-a-dire dans le cas ou E[h(X )] =6 ? Conclure.

(dE[h(X)])2

5/ En déduire que I'écart type o de h(X) vérifie % >-

III/ COMPARAISON D'ESTIMATEURS
On considére deux variables aléatoires (VA) X et B, scalaires, réelles, indépendantes, centrées et gaussiennes,
d'écart type respectif oy et op .
1/ Expliciter fg(b), densité de probabilité (ddp) de lava B .
2/ Expliciter fyg(x,b), ddp conjointe des vA X et B.

On considere égalementlavA Y = X +B.
3/ Expliciter fy;x_x(y).ddp conditionnelle de lavA Y sachant que la va X est fixée et égale a x.

4/ Donner I'expression de x qui maximise fy,;x_y(y) @ Y donné et est encore I'estimateur au sens du maximum de
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vraisemblance (Mv) de X . Expliciter I'erreur d'estimation, le biais moyen ainsi que I'écart type de I'erreur d'estimation
de I'estimateur au sens du mv.

5/ En déduire I'expression de fx/Y:y(X), ddp conditionnelle de la vA X sachant que Y est fixe et égal & y (il n'est
pas demandé d'expliciter les termes indépendants de x).

6/ Donner I'expression de X qui maximise fX/Y:y(x) a y donné et est encore l'estimateur au sens du maximum a
posteriori (MAP) de X . Expliciter I'erreur d'estimation, le biais moyen ainsi que I'écart type de l'erreur d'estimation de
I'estimateur au sens du MAP.

7/ On démontre que fx/y:y(x) est une ddp gaussienne. Expliciter la moyenne conditionnelle suivante E[X /Y = y]
(rg: il n'est pas nécessaire de faire le calcul de l'intégrale). Conclure. On démontre que E[X /Y =y] est encore

I'estimateur bayésien avec un codt quadratique (MQ).
Soient x(t) et b(t) deux signaux aléatoires, scalaires, réels, stationnaires, indépendants, centrés et gaussiens,

d'écart type connu noté respectivement o, et o},. On observe uniquement leur somme y(t) = x(t) +b(t) .
8/ Dans le cas ou la puissance du bruit est faible, proposer un estimateur empirique de x(t) .

9/ Dans le cas ou la puissance du bruit est grande, proposer un estimateur empirique de x(t).

10/ Quel est I'estimateur au sens du mv de x(t) ?

11/ Expliciter I'estimateur au sens du MAP de x(t).

12/ Quel est I'estimateur bayésien de x(t) avec colt quadratique ?

13/ Comparer les estimateurs d'un point de vue biais et puissance de I'erreur d'estimation.

IV/ ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

On souhaite déterminer la valeur @ d’un vecteur de paramétres certains, réels et constants a partir d'un vecteur
de mesures Y dépendant linéairement de ces paramétres. Le vecteur de parametres est de dimension nx1 et le vecteur
de mesures de dimension mx1. Le capteur ne fournit pas des données parfaites : la valeur mesurée est une version
dégradée de la valeur idéale. On suppose que cette dégradation peut étre modélisée par un bruit additif. On a donc
Y =H#+B, H étant une matrice certaine, connue et réelle. On suppose de plus que le bruit de mesure B est une
variable aléatoire (vA) réelle, centrée et gaussienne de matrice de covariance 7gg indépendante de 6. La densité de

probabilité (ddp) de lavA B est alors

1 1,1, -1 j
fa(b) = exp| —=b' Igg b |.
5(0) 27)™2 det(Ig)Y> p( 2 P8

1/ Expliciter laddp fy (y) delavAa Y.

L'estimateur du maximum de vraisemblance (Mv) de &, noté é, étant donnée Il'observation y de la va Y, est
la valeur de ¢ qui maximise la fonction de vraisemblance V(6,y) = fy (y). On suppose dans toute la suite que la

matrice HTFBB’lH est inversible.

2/ Quelle condition nécessaire doivent vérifier n et m pour que la matrice HTFBB_lH soit inversible ? Commenter
cette condition.
3/ Donner l'expression de l'estimateur du Mv en fonction de Y. On rappelle pour cela que si
Q) = %(AH— b)'C (AG-b), 0t 0eR", AcR™", beR™ et Ce R™™ >0 (cest-a-dire que C est une matrice
symétrique définie positive), alors le minimum de Q(#) correspond a l'annulation de son gradient
Vo () = AT C(AG-D).
4/ Expliciter la moyenne ainsi que la variance de cet estimateur.

On dispose maintenant de K vecteurs de mesures Y, =HO+ By, k=1 2,..., K, ol les erreurs de mesure B,

k=12,...,K, sont des vA réelles, centrées, gaussiennes, indépendantes et de matrice de covariance /7gg

indépendante de 4 .
5/ Expliciter la ddp conjointe des VA Yy, k=1,2,..., K.

6/ Expliciter I'estimateur du mv de &, noté éK, étant données les K observations y, des vA Y,, k=1,2,..., K.

Commenter I'estimateur ainsi obtenu.
7/ Expliciter la moyenne ainsi que la variance de cet estimateur. Conclure.

V/REGRESSION LINEAIRE
On dispose de N couples de données scalaires et réelles (xn,yn), n=1...,N, et on cherche la droite

d'équation y = Ax la plus proche de ces couples de données. Pour cela, on introduit un modéle, appelé modéle de
régression linéaire, défini par

37 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



Y, = Ax, + B,
dans lequel A est une grandeur réelle et scalaire que I'on cherche a estimer, x,, est une valeur déterministe observée,
qui est réelle et scalaire, et B, modélise I'erreur de modéle entre Y,, et Ax, . On suppose que les erreurs B, sont des
variables aléatoires (VA) scalaires, réelles, indépendantes et identiquement distribuées (iid), de loi normale, centrées et

d'écart type o . On suppose de plus que le vecteur x = (xl .o XN )T n'est pas le vecteur nul.

1/ Expliciter la densité de probabilité (ddp) an (b,) delava B, .

2/ En précisant clairement la démarche suivie, en déduire la ddp fyn (yn) delava Y, puisladdp fy(y) du vecteur

Y =(Y;...Yy)" enfonction de x, et y,, n=1,...,N.

Dans un premier temps, on suppose que I'écart type de l'erreur de modéle est connu, le seul paramétre a
déterminer est donc @ = A. Ensuite, on supposera que cet écart type est inconnu, le vecteur de parametres a estimer sera

-
donc 0 = (A 02) .Onnote V(0,y) = fy(y) lafonction de vraisemblance du paramétre 6 associée a I'observation y.

3/ Ecart type o connu et A certain
Dans cette partie, A est une grandeur certaine mais inconnue et I'écart type o est connu. Le paramétre a estimer

estdonc 6=A.

3.1/ Donner I'expression de V (A,y) enfonctionde o, x, et y,, n=1...,N.

3.2/ En déduire I'expression de AMV, estimateur au sens du maximum de vraisemblance (MV) du parameétre A, en
fonctionde x, etY,, n=1...,N.

3.3/ VVérifier que cet estimateur est non biaisé.

3.4/ Expliciter la variance O'I%/IV de I'erreur d'estimation.

-1

Pour un estimateur non biaisé, la borne de Cramer Rao du paramétre A est définie par

02 '
E{ZInV(A, Y)}
oA

3.5/ A quoi correspond la borne de Cramer Rao ?
3.6/ Expliciter la borne de Cramer Rao pour le probléme étudié.
3.7/ L'estimateur du Mv est-il un estimateur efficace du parametre A ?

3.8/ En précisant clairement la démarche suivie, expliciter la ddp de I'estimateur AMV.

uo

N
> %
n=1

3.10/ On donne I'évolution de g(u) ci-dessous et on souhaite définir un intervalle de confiance a 99% permettant de

R 2
3.9/ Expliciter la probabilité que ‘AMV - 4 < , u>0,en fonction de g(u) = J._uooiexp(—%J do .

J2r

garantir que la valeur exacte du paramétre A est dans cet intervalle avec une probabilité égale a 0,99. Expliciter cet
intervalle.

9(u)
1.000

0.998
0.996
0.994
0.992

0.990 —u
24 26 28 3 32 34

Figure 1

4/ Ecart type o connu et A aléatoire
On suppose maintenant que I'on dispose d'une information a priori sur le paramétre A et plus précisément que
A est une vA gaussienne de moyenne m, et d’écart type o 5. On suppose de plus que lesva B,, n=1...,N,et A

sont indépendantes deux a deux. L'écart type o est toujours connu.
4.1/ Rappeler la formule de Bayes (on prendra soin de préciser les notations).
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4.2/ Expliciter la ddp conditionnelle, fA/Y:y(a), de A sachant que Y est fixé et égal a y (il n'est pas demandé
d'expliciter les termes indépendants de a).
4.3/ En déduire I'estimateur au sens du maximum a posteriori (MAP), AMAP, de A. Expliciter AMAP en fonction de

AI\/IV1 GI%AV , Ma et O',ZA.
4.4/ Commenter I'expression de I'estimateur lorsque op — 0 puis op — ©.

5/ Ecart type oinconnu et A certain
Dans cette partie, A et o sont des grandeurs certaines mais inconnues. Le paramétre a estimer est alors

0=(Ao—2)T.

A A~ \
5.1/ Expliciter I'estimateur au sens du maximum de vraisemblance du paramétre 6, noté 0y, = (AMV 52 MV) .

5.2/ Déterminer la moyenne de cet estimateur.
5.3/ En déduire un estimateur non biaisé de 0.

VI/ ESTIMATION LINEAIRE EN MOYENNE QUADRATIQUE
Soient X et Y deux variables aléatoires (vA) scalaires et réelles, de moyenne respectivement my et my ,

d'écart type respectivement oy et oy , et de coefficient de corrélation pyy . On s'intéresse tout d'abord au probléme

d'estimation linéaire en moyenne quadratique (ELMQ) de lavAa X a partir de la VA Y . Soit )ZELMQ cet estimateur.

1/ Donner la structure générale de X ELMQ -

2/ A quelle condition est-il non biaisé ?
3/ Expliciter I'erreur quadratique moyenne (EQM) en fonction des coefficients de I'estimateur.

4/ En partant de I'EQM et de la définition de I'ELMQ, Vérifier que XELMQ =My + Pxy J—X(Y—my). Déterminer
Oy
I'expression de I'EQM de I'ELMQ en fonction des caractéristiques statistiques des VA X et Y . La commenter.
5/ Retrouver ce résultat en appliquant le principe d'orthogonalité que I'on prendra soin de rappeler en précisant les
notations.
Soit ¢ une variable aléatoire (va) uniformément répartie entre 0 et 7.

6/ Expliciter la densité de probabilité (ddp) de cette VA.
On considere les VA X =sin(¢) et Y =cos(g) .
7/ Proposer un estimateur intuitif, )2int ,de X enfonctionde Y .

8/ Expliciter la moyenne et I'écart type des vA X et Y ainsi que leur coefficient de corrélation.
9/ Les VA X etY sont-elles indépendantes ? Sont-elles corrélées ?
10/ Expliciter la ddp marginale desvA X et Y .

11/ Donner I'expression de Xg v en fonctionde Y .
On rappelle que I'estimée en moyenne quadratique de X en fonctionde Y est )ZMQ =E[X/Y].

12/ Donner I'expression de XMQ pour I'exemple considéré. Commenter le résultat.
13/ Comparer les deux estimateurs étudiés.

VII/ LOI DE PARETO
Dans cet exercice, on s'intéresse a la loi de Pareto qui traduit le fait qu'environ 80 % des effets est produit par
environ 20 % des causes. Elle est encore appelée loi des 80/20 ou 20/80. On considére une variable aléatoire (vA) X
scalaire et réelle qui suit une loi de Pareto de paramétres 8 >0 et X, > 0. Sa densité de probabilité (ddp) fy (x) est
alors définie par :
Xr?;in ;
fy (x)= o O+ SIX 2 Ximin,

0sinon.

1/ Justifier pourquoi fy (x) est bien une ddp.

2/ Représenter l'allure de fy (x) .

3/ Expliciter la fonction de répartition de la vAa X et représenter son allure.

4/ Expliciter la valeur moyenne, My , de la vA X et discuter de son existence. (Indication : factoriser la fonction a

intégrer pour faire apparaitre un ddp.)
5/0n considére la VA Y = X/Xmin - Aprés avoir rappelé les résultats concernant le changement de vA scalaires,

expliciter laddpde lavAa Y .
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On considere que le paramétre X.,;, €st connu et on s'intéresse a I'estimation du parametre 6 a partir de N
observations xq, X, ..., Xy issues de N >2 VA indépendantes et identiquement distribuées (iid) X,, n=1,2,..,N,
suivant une loi de Pareto de paramétres 6 >0 et x,;, >0. Sans pour autant restreindre I'étude, on suppose dans toute
la suite que x,, =1, ce qui revient encore a considérer une va normalisée.

Dans un premier temps, on suppose que & est un parametre certain mais inconnu.
6/ Expliciter la ddp conjointe des vA X,,, n=1,2,..,N .

On considere le vecteur aléatoire X = (X1, X5, ... Xy )T .
7/ Expliciter fy (x),ddpdelava X.

8/ Donner l'expression de 6y, , estimateur au sens du maximum de vraisemblance (Mv) qui, par définition, est la
valeur de @ qui maximise V (6,x) = fy (x), fonction de vraisemblance du paramétre @ associée a I'observation x, ou
encore L(0,x) = In(fx (x)), log-vraisemblance du paramétre € associée a I'observation x.

9/ Question de cours : donner la démarche qui permet d'aboutir a I'expression de I'estimateur au sens du Mv lorsque
N=1.
Une VA scalaire et réelle de loi gamma 7°(a,k), a>0 et k >0, aune ddp
k

_a
f(x)=1(k-1)!
0sinon.

exp(—ax)xk‘1 si x>0,

Sa fonction caractéristique est p(u) = (1— ju/a)™.
10/ Rappeler la définition de la fonction caractéristique d'une VA quelconque.
11/ Soient Z, et Z, deux VA indépendantes de loi gamma /7(a,k;) et 7°(a,ky). Montrer que lavA Z =Z, +Z, suit

une loi gamma 77 (a,k; +k5) .
12/ On considere lava Z, =In X, X,, suivant une loi de Pareto de paramétres & >0 et X, =1. Montrer que la vA
Z,, suit une loi gamma dont on déterminera les parametres.

13/ On considére la va U =Z,'1\l=12n avec Z, =InX,, définie précédemment. Montrer que la vA U suit une loi
gamma de paramétres € et N : 7'(6,N).

14/ Déterminer la moyenne de la vA 1/U ainsi que celle de la vA 1/U2. (Indication : factoriser la fonction a intégrer

2

pour faire apparaitre un ddp.) Vérifier que la variance de la vA 1/U est —_—
(N-D“(N-2)

15/ Déterminer le biais de I'estimateur éMV .

16/ En déduire un estimateur non biaisé de &, noté éNB. Expliciter la variance de cet estimateur. Commenter le

résultat lorsque N — +oo .
17/ La borne de Cramer-Rao (BCR) associée & un estimateur non biaisé d'un paramétre 6 est

BCR(0) = -1

EFZL(H, X)}
06

Expliciter cette borne. L'estimateur éNB est-il efficace ?

On suppose maintenant que l'on dispose d'une information a priori sur le paramétre a estimer et, plus
exactement, que c'est une VA de loi 77(4,1) . Sa ddp est alors

Aexp(—48)si 8 >0,
fo(0)=
o(0) {Osinon.
Pour, n=1,2,..,N,ona
0% Si Xp 21,
fx, 10=0(Xn) =1 Xy
0sinon.

18/ Montrer que fg, x -« (), ddp conditionnelle de ® sachant que la va X est fixée et égal & x, est une loi gamma

6+1
de paramétres A+zr':l:1|n X, et N +1. Indication : (H:zlxij = exp((0+1)zglzlln xn).
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19/ Expliciter l'estimateur au sens du maximum a posteriori (MAP) éMAp et étudier son comportement lorsque
N — +o0.

20/ Expliciter la moyenne conditionnelle E[@/ X =x].

21/ Expliciter I'estimateur en moyenne quadratique (MQ) du paramétre & , noté éMQ . Analyser le comportement de cet

estimateur pour N grand.
22/ Question de cours : donner la démarche qui permet d'aboutir & I'expression de I'estimateur en moyenne quadratique.

VIII/ PREDICTION
Soit x[n] un signal aléatoire (SA) a temps discret, scalaire, réel, centré et stationnaire au sens strict. On note

7x k] sa fonction d'autocorrélation.

1/ Rappeler la définition d'un sA stationnaire au sens strict. Donner un exemple de SA qui n'est pas stationnaire.
2/ Rappeler la définition d'un sA ergodique au sens strict. Donner un exemple de SA qui n'est pas ergodique.
3/ Rappeler la définition de y,, [k].

4/ Rappeler la définition de la densité spectrale de puissance (dsp) , Ty, (), du sA x[n]. Préciser les principales
propriétés de Ty, ().
5/ Rappeler la formule des interférences dans le cas général. (Les grandeurs introduites devront étre précisées.)

On cherche & prédire la valeur du sA & linstant n, x[n], & partir de ses K valeurs précédentes x[n—k],
k=12,..., K, sous forme d'une combinaison linéaire. Ainsi le sA prédit a I'instant N se met sous la forme

3] kilh[k]x[n_k]. W

6/ Préciser les propriétés de I'opérateur qui permet de passer du sA x[n] au sa X[n]. Que représentent les coefficients
hlk], k=12,....,.K ?
7/ Cet estimateur est-il biaisé ?

Onnote X[n] I'erreur de prédiction. On cherche les coefficients h[k], k =1,2, ..., K, minimisant la puissance de

I'erreur de prédiction P = E[i[n]z], ol E[Y ] est I'espérance de la variable aléatoire Y .
8/ Quel nom porte I'estimateur ainsi défini ?
9/ Justifier pourquoi les coefficients h[k], k =1,2,..., K , vérifient le systéme d'équations

E[(X[n]-x[n]x[n-k]]=0, Vk=12,....K . )
10/ Mettre le systeme d'équations (2) sous forme matricielle faisant intervenir les coefficients h[k], k=12,...,K, et
en prenant soin de préciser les vecteurs et la matrice introduits. Quelle propriété possede la matrice introduite ?
11/ Expliciter la puissance minimale de I'erreur en fonction de h[k], k=1 ..., K, définis précédemment, et de
rwlk], k=0,..., K.
12/ On suppose de plus que le sA x[n] est ergodique. Préciser comment estimer la fonction d'autocorrélation en
fonction d'une trajectoire tronquée du sa x[n].
13/ On suppose que la dsp du sa x[n] est non nulle. Le sa x[n] est filtré par un filtre linéaire de réponse en fréquence

H(f) =]/,/FXX( f) . Quelle est la propriété du signal de sortie ?

VIII/ ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

41 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



e

,.LHIATHLMF‘?L“: ﬂ_lil-’:_ elenann

] Balm) <0 g Ll.'l'um s —"'PEIL"‘-E”‘E—‘L@‘-‘L-’{D"M Jarea, Adp
o W palag 5 OV, ok f \:Jr.LLﬁl.:ld.'ﬁt.)-’ll ;%mjmgﬂ@mmﬁp

S —/f pyled dow = A adisws 3 }:‘-’?Qlij-c: C J

= palog e douk fon ona des ddp

E\Etgﬁl o J\.'—TT,:;- ML-% ) Dl T > A [LTLEME'-"-MEL Wlilﬂn

= patod Ak e wwa ddp (W)
-3-;*:&&&&-‘3@”&;“@@@%&@%%& evng .

"\J\‘D-Etm rrwb‘%‘w-n. s VA l‘m) MR O .@h.*\-w.jar__'ff

ﬂjmt%lmmhmmdeQﬂMﬂdm
mmwe T < Ty < 6

- g
Pt Ace3E]) = fhwida 5 Pafa<fy
3

Ay ak = E[8-6] owee s &=
_-.n"l'u_,,_—-‘!i _.:3:, Ehﬁﬂ < Ihl,.-':l'L:q_:If _3.\:'1'014-'“2.—-':'
3% efirendus i Hae
o ‘E“,| 4Gy <8 {_dq.]unﬁj

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 42



~ls

‘l"l
B mvvwe e Davees oo

fﬁtw‘}d’k Ao Qa,0) ek e adp

BN I
o | =0 L)
_I&.(_/; f[ »8) d \ /_f—;[q_,gég_ pt'? 0 dx —
= FE}Q"" ?[m-—’g_\l)
£ %= EL&E ] =@ CLs

'E,.t 2 &&MUwJ Mrea. ermuiails %]\)_\
/"E)‘?"‘Em E){’J,rﬂ‘} i{':' Q) A4 /(E‘Eﬁ'ﬂwg]} E[@xgﬁﬂg—_,:g —=

e 06

E[Ei“%‘gb@l - (g el |
2 o E[ Dk gg E]:g :E[& p‘E«.ﬁt_‘L]

LY ummm. -E[ﬁ.@ﬁﬁ’{iﬂ} E[ ‘EJ "“]

ﬁi&ﬁ :l " /tﬁ&f{mﬁ)) {l0)dl

4/, d ETAY]Y = A /%[rx‘; Pl 0) dox = /E't*‘#] R HELIESS

S Qe ty [T;P}

= E[a) B’_M] sl_ﬂzzﬂj

Mﬂl?ﬂﬂﬁeﬂ U*’?}l %tx]fi %ﬂ‘&_ﬂ)
dx—_[&mﬂ - E[{%‘-.QO) e[hix]) D Eﬂ:} o) |
5 \
2/ [d—%";—i@l [/ﬁ{t} Eo]| ’Dﬂgfiﬁ fh o) dxf
/ﬁ‘?-.{“-l E[ﬁ%l] f{fx u)dx/Lf}Engf%ﬂ)\ flvordc
-7
£ w? ﬂ?ﬁgﬁ;ﬂj e E[ ¢ efigo ]
=z o =0

43 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



(d SEAIG

4%
g

e B g

¥ ﬁxwmmm;

st

Q ﬂx,nj]

et

= bsvre rerwrualo

E[HA] =0 —.
—= Lo Love roa d-ll;%d Qe

da Lo ddp wde Lo VA X

-2fa

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 44



2

3 Y= BHE i o R e Rt g L ) s
ST ) =t Li ﬂ—'ﬂ) Con Kek %#ﬂdﬂ‘g.-&gn

Oy e

s E‘-"f'”:'ﬂ-l‘ﬁ‘j nﬂﬂ.lat,ww JFNJI o= ki = '}{MU 5 ‘}I'
v RN, E‘.IIM =l':n‘:= i—ﬁ — ‘;Mvzxf——:‘:- ':_P_‘r — EL?W?ETU
: Eﬂ'i‘u’-E]—-qmu{ ZE[.EJE—_L ‘h;;_ e 'E-;-n _E‘ﬂ

; 2
A TV A gwx:.:-.l"a} 5]—?9 z & E"“{ruk A [l L))

Amﬂn.llmqmiqx__
& .%m:..btﬂ TRRRLNT AT 05 ": +—D_—¥_ v AT A
: . lept
evs 8320 o 93 2o 2 BX L2 o ow. ¥R
Ers T e T Aw
M ‘i_ﬂ. O T
|:r'g
‘:‘:.M'Plp = A—.—f -'JI_
GF gl
ot SR YA . BER aklbaos
R T e = e

oy :
ll“;_'r ME‘E?‘ M . Qn-c,”‘

% | . =i
* Ruan y LA"JF;' - dJEqal\) — i NI e
Ak Py mctfirndiondiy T?mpﬁﬁ‘ﬁ
Y.oxaeY P rimddhondads 5 D00 ok ymnly) P
ﬁ-'ﬁu"'}'-:-.ﬁ {Hj ! L-ll'DI

. Sek Py t—[.:'{'f’r? ‘ﬁjl
EW‘F‘—%L“L? = L th\L A {E—.ﬂﬂ-“_}'_
G

/I Jen
- —_— i.- 1-_'L —-—'h_-_
FBJC‘F“’-“ 5l é;,}l T Eat sk A5 Yo ‘_-b-"i]'n_
L N N S P

) |

i

L T, = Kma = Fmap

45 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



U ) = oclk) ¥ow Talk) 5 R 2yl o mexbeli g

auik ~fulale” le,.
MITM Pa priqu
Ao :EMULH k= X, k)
Li.r
MY ) = M e = Wi + e 2
e i, - T = by
g & %k Lo R T oy
Hrsanplomens + n-.pm.m:.}

A m“*&["‘ﬂ— e U
ﬁr
CWI S TS - Y
C

map = Tmy

5 mop=pn O rradliua gua MV

C. DURIEU/ML1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 46



L_-'}:'.‘l-]\?u"ﬁ'\'\_'h_«:"'-.;t' b PR .__"'i_,..;_ e IIL’JI

W = 22) 131 ooy e Te T i
4
= -f‘-} l'-"]"H'E‘}z LETF]"'”H m U}LT\{ ’il'-:l HE} rf] H‘g\flj

3 'H._T'AH vopm s e N JFW‘GH'““-H T Tan H ek Seisnid e

7 T A .-*m‘::-m
v K MY oo o hant S T‘;‘:.#R:%‘_,-.t ] .dl.'l o

rreehespits W«méwm
A
A Ba g v Mg = o T Y Sy e SE)
awee 3LB)= 4, |HE- 4’ Taa TR

On TpaD 0 5 eNS mwm 319) 1 e)= WG We-yl=o
—A
3 E—LHTFE&I—I‘H H ¥
H,.-" E[_E}l t’H" \ﬂgH]ﬁ HT"I;“; EMY = '5 — MMW%W
EI"‘I!l H& esr Elgl=o

. BB a_wr-'HT' J‘r&;' a, . E[8leo
-LH"T% H'].

.5{;?:,&“3,‘,1. hymgqmjg__%h?h%,& e %
% o = HE'HE;&
> in---‘m‘*“&’u”'; ‘ﬁh} = ET‘I‘R%E}
%-,t. 5{1& HOJ Tga' luyg Hajg
H_Lg)
o aﬁ = ang rff;:'rw_ -ETA"hYﬁ_l%‘“”' J%ﬁ_ﬂ]-;mﬁ ﬁ‘hE.-:m T 18)

*

LCNS Yy, 18)F = PTG H-h@-\é;j:-_g &

T

&= W g HL: 'L‘%Jﬁ R /*‘*u -
m&gﬂm& TS coln A, Gl
R I T NI P YR "Fx_?r--- + M .

47 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



¥, EL‘%.{}} 8 5 olafian mm e

ElNgl = hE %
_ = =
. B2 e W e 2,00

- e s : TR e
.ELqﬁgjtnﬁmﬂwg &QEEﬂhwdhm_Eﬁ

> =, €88 = 51 ele, &7 =K Vep _

ELE 37 - karﬁg‘Ln\‘ijﬁ o g, AL R

-2fe _

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 48



._.fide_-_

Eandimakimn
2
— A
* iﬂ"‘thm.}_ TR %L_%l h;a)
B By o Maw s Boat By, MM w"'rm.._];_mw
Drganra. B J-Pi': E'lj - \,‘_ tﬂg{ﬁn{h?f}

BBt 8. - s s A

3/ Vi) = i) :

- Y
2 -
'ﬂ'."hﬂ'-;':ﬂ[ PR R % Y A} =2 0 — Ry = %ﬁi

A s ﬁ':'*"r s -‘-_?-_':H' &
E[R il E2=E0m) _h o extiimsliu mom biid
Mi__'#xml w 2
o Rgh e Emabe ok, = E[en] g D
o E.'imj
" ‘Lm:-,, = p:!“ = —
> G- G-
x %
L. %ovea da. homen Rag = Dpealy Avi’ da Yo esTiiics Do
14 5 ‘I. . . N
¢ snvnn 8 almalion by | Py
e GVt y) = _wl,.nmj N 4 — .
= 2
v .?.m.“ R caifg , 5/,
ra_%“hl'z_l‘ i Ealll bovma da (namren = ’

= E1M$HFM—LM&MM ;EM_EM&
i "fmJﬁ e Pﬁm,u- Gﬁtmwwmmﬂﬂﬁnwfa

ﬁ -
P’l‘mu -LH:”ILF‘; F“w",.-' Pi--l-m'i—l

= [ gy
. %[mmrmaﬁl—&(] g_# o r_w hww'{é e |J.a.

5 et

delot) T )
T / A -4 87 A
‘éﬁ\ :} & B._._ E—_F\' B :Ui n... -?.
= B e St
= 2gbs) -4

- .E%L,A_A=TJ.E':.5 — 'EILH'_} = 0 265 i &‘132.-'55 ;
> Aelewdla [n_ $55s,,  a+isssv]

49 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



"?'é—

rd

f . Cmende Ak s YA 3 :wasgg_lﬁl"ﬁ #mi":g.
fvin-cly) fale) T 2 Wam gl > tar o]
L i = 'I.lfi] -Emlqu(% nLr__ Jt?l_;*‘-u /J,

o _f g {ﬂ-}."—'
Qw"r*} Ivly) Hﬁmm

Ty g
¢+ Rupe= OJT;] e EP*H:”;LE”J

A
r§| g‘:ﬁ.'h{ ik « ree A HM\"' 4 i g
T Z L
. = f:_'ﬁ = TMH E‘ﬁ "R B 'E'
= ; = Ruap
3_':"“--1-»?'_ ..-'1_ _-.""‘_1 = -i_
[ - T T
nar- w0 = Ty -

® RELY =4 {IT"N' 24 = e
DY) s M A 2, oA e
-_rf}'E'l -.E-:rl 5 ) g;lﬂ
a2 B Ve iy D)
= Sy - -
Ia%i
¥ - o - !
. D ogran Bf wt*L{B'Mvj\ = m—:&r e A
o 2 AL = 2
C 2. ANEALEZAT L (ERA aates?
v M =t d
vl 9 o '1% T 9 My 1= A
eFAz _ Al S R PN DR AT
—".i't'tﬁf“\- - s Y
e — - 3 . . |
:Nf;d =% el s EW_Q‘M
b e | e o FEE |
5 ] o = e
R l'\_ ',.'f'r:., va af ?‘
| £ )
w N |

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 50



Afs
Enlivnaion

g - ;i
Y Reimg = I

':-"L:-——-J"rh;,,..-c!.:'n
:ﬁdrm.},—h,% Al
_-5 »t s : ' '
/o Felmg = Feumg R o Y =X = Yoy —'L?‘w"ﬂw)l-i-lu”-‘- gl
S I - -~ R L (A R

Yoy ] aia £
Kty | VA Cenlress

b/, BaM = fvee opadialigue. &nd ek B o worflane~lh ot b 2t s o

&

B BB e BIRY = mvy il oiliealiun am im] L

SEGMowien ¢ CnD TDESM o L DESM 4
e 'ﬂqu:.
DEAM _ O = 2 |5 r bty | (A= pmgstony o E-‘J.ir'ma:l‘-l"_u‘.-'
. l_L:'ELFE:!::{II'- -0 = Edﬁ}-a—éa?jyfhfﬁ +4- ;I-I-m"]"lu_hﬁ*_dj“}"j Jﬁ; o= l:}“\:l%'z&
L E""
= Apimg = e b ey = RE *"‘}’J
E: A T
o IF'-&'MM-“! — t‘!l- ,'-JF'EF rl G?:?_. ‘
- _f)..q;_ _,h,i._ %K'}';'-J‘r -‘Il. EQNI“‘U&‘-:G
—_— 4
nhe by = C
b #0 )
::uf BELME§ — T.—‘.]_ cﬂ,ﬂﬁ qnma. X 'JH'T""'"“‘:“‘FL L E\L’%\Q&amﬁ
-l -E- J‘:‘II,-'
t-[.”ﬂe-mn 'ﬂ E[}KEH&H “'":-_:J.:! E[@[”f Py | L - mu]}\‘f nm,p}
H‘mmﬂ_ .—..{H'\J-;r—1ﬁ..f.'-'h E..I._I,_]
.—1:“{ = F.::’}l'_ﬁ
% F
= PELMQ T M x iy ”1“ T~F"‘*”
Sale
b/ idr,l.ki'j— '!"‘ R
C.'l e,

. i z
'_'L,i E’;’_}c:‘hlh-"f&'__ g ?ﬂ.‘;‘,.,.j_——_* :7,\ = __jr';;:,d.lwm 3 2lorralima

51 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



~HE, .
Y -ooem ELA-ED- 0] = 2k [ a9 = A o =B oy

- oy = B[¥) = Elen ] - -_‘L fn‘u:r:.'-..t' ady = -_~‘|_ J:.L-ﬁkt'l o T el

o @y = E[1Y-my ] - r;[w? ST AE ELJ-H:-.&_**J]_[F _%,,.Fil_ Lithﬁ
D
- Y . I o
T R
Ay B i iy - _ kA L
AN = £ o g - s (TR

E[xV= ondiing | 4 E[Ae2 gl = ,"ﬁcﬂaquﬁ- o

=
'::T'E}'

5_."' ;%u"-jl'nw)a:g»:f JF‘-““@MEL‘ L, El‘l"'f%_'i.,r” ?R=1.451-F1. m
25K et ddesralivs (g =)

o= e

o - b= 2 gl |

-

=)y = 2,

- £ s g i
e _E —
i LSV

—Ji.__ Sy "J:E[DJJ\[

il | Y c—;‘—

o sk = a0}

I\%ﬂ? HL_' ]J“"‘:IL

‘?tﬂ“f# =

L *qu} yl)s | i g elaal
- T e ‘ o N ﬁ.{;p Al
._-ﬂlL _K—I‘ r
|93 | =\md]
A ?‘Em»nj vy = 2 5 andadedek de ¥ EQHm =y
Pxy "
"u,l" :{Mq = E,sxlnvafﬁ-lw\-ﬂﬂﬁ Di"'”‘ perurmasera. BN = 'I:.LL,K ‘H*?} R Ri}a}
Foak R VAYE  RoX=0 & EQM sfen =0

— :":.'.r.f,_t_:.‘l"}_"‘"llz_

- .
; /‘%\ oA Yy Sl il ¢ o ey o At g0
m Mmﬂam&am?xm"i& el

3 A 44 79 ad = a2

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 52



)
Edlivnalum _ Lo de Bomel i

.-‘I-,.n'r Eeran Qasd 'EF{':':‘_} o e ﬂ.-f-'hp . ik %‘.t.‘
{* Exm 20 Vxer
e

= /{H{I} E'-.-‘ix.:‘i

Ua"\. %&Mﬂﬁ f {ﬂ:) [-lm':}:‘ ak 5-}[:) H

-"f 'F:f.:lﬂ'd.ﬂt = '-'ILE‘“ /":m‘ doe _ EE‘ A

g W ey, - _ﬁfﬂt"‘-) Wy
S x? i 7 2o A, DA P
4 F &>p
o . e f‘“[:ﬂ’l 4 ﬁt},-,._._;ﬂ_
K gyl |hh“‘m___ -;__f,_
ol 1:-“-- T, p— ,1:.,.% — 3
¥ ® {:ﬂ;/hmda_ O Al R = Ean " | |
- Q A l{‘“ _ A Erwe mamure ||
i :t;s-' P xd l
B T S
*""*"" i B b
A P = ){“f;[ﬂr_} doe = /E" = g = = £ (B-A) 3 o
At s Poralir de
—E‘Pf‘f“ﬁ=—a-ﬁ_d L . Al 8%, —{Mu—«i"iﬂﬁ-—d.'::g
5/ 0 X——5¥=qlx) f?['j)- ﬁ{;’;:] o fim).d
= Z / .
) Jel gld=y ! bl | &
Tl Delreminy) e 3 la”w » g2 320
) O Jvneaa
Lal::r-fkmlm-

L'
é"; i?‘h- : 'I‘i.-\r[-.':':-‘IJ ,.r':".'l"i'] = ,::,.I i“rﬂ"?M.} =

g s ke ditin
lfl = g.i"‘ [_ar_] g =

)
e L1, K) = 4 M G B - (B#) = ¥ ¥y

™ A
-y

B
- Eﬂmw\hw i _I::"L.LE'H — LT = i,_- -:5_- 'E“E\lﬁ'—'ﬁ"g_—*
DB o8 m s

EEW
. _DaLE'g:H:I=_gI¢:D QPWW i e DVUBDTA Pk, —
D et
A
5 Gt
b-20 g AN

=)

53 C. DURIEU/ML1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



Eflj‘pEtm.m.b -Dtm.-..-.&-z i R, s

J.;};_C;JLICEUHE €™, de ddp 'EE [B) . Polu)= E[Eéh—ra,]
Ad g E[E'PZ S e ﬂrjhzl] = E[e#**1] E[f?ﬂ{]-‘-“f'zam Py
7T
2, ek Zp VA md.ni,lltndnnﬁh
= _,.;j oS L"’ﬁ = ‘E)Tﬂl-uh'\ wmti‘u:.ﬂ!- o
(A 321%™ Je v du sy
iy "l_'[ﬂ-._J &.-14'-9‘-2_} la, EA'I'ﬁE_)

Adf i_zn_n ll'h__m) = EH‘“IIM] !

8]

Q M"‘*—U‘n
- 8%, : i
O Bragn s

AL J 20
".'Em—_'f— i

=T S Z Ak AT ATt 2w

o : I -p s
M h}l‘aﬁu&: E?'.“ : rlﬁ_‘i) ,T’:hit:h?m

Vig,2] 3 afun Aay 5, > 2 U 18, 130) d'agnea M)

- I'IE' a.r)

_ﬂ_uh N-12 L =
e e o B el LB

L -H W-1) o Wy ) B AL
ddp TIE,N-a)

A%, t-{u]

» BEIVY] o W

SR RY S -3 V) (8 -4 ¥y L

L""’“‘ET.‘{H'-_)
o W
My Bpm N %. _E,EIEMUFE __ﬂ; ek . higan = E—[_B‘M\r} L de
A
A - N=A £ ) ——
R SR S
- e = N -2
"f.:ré“:"r"‘] == gﬂﬁg& #ﬂmhﬂmmw
N1 s | Boav M‘-)

ﬁ,‘l—r,! ‘hwpxm Wi ‘EEELE‘L_?E} ;'_\L — Fﬁcﬂw]- - {Uwg,

Rl =18

-?%aiﬂuaw'lw 'lurt'—JPJ’: E&m_ , thaedant 3P ok ol
Otk L%mm_ «B(H.M-d Nt 'E-r-fi __—_.P,mun}

T A

C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 54



e Ji*ﬂ’f‘"%@— tva-et) {818) _ T Lot glnm) lwis) "y,
:t?‘-'f?_} I,.M 'ﬁ_, .ug..nl if,x.":ﬂ‘-j

= — - Al ., = A rm=A, NS
i # E A g
| "“‘} {;.J-L L
[ 7SN, "
g et Z, exm)8 ¥ A ANTA mzA W
=1 g ok B2 4

f-"f:i d,n.g;..,;,l.w a W
J'M iF ] A4 T by, B0

L’-‘Eeh'—‘" 0 coan = A

L

il

. =0
PR B
Fe Fmpe = ong M;f@“ A9) = Mg,“"“ i"i&w’x )
s Wi LN ‘EnE—Lf"JI-E Eﬂr-‘{-b..\‘ﬁ)“mﬂ"“;‘" IMHPIE.lFﬂ‘_J
- .a'zjmhpig,ﬁ} — __ﬂ_ r.:'l:,:) - E_N’ '%- I
. et = A A
- Biap = ::J - Dupp —> Owv
AA—E JE-...}‘.,..., H_:"_"ﬂp
&
Kf, E[@f;{ x| = /Egﬂfﬁ 1[59) 49 = / Phia .
+7
— NaA " e EEN_M .ELE‘ = NIJ'_A..'
a. D.._[:_—NHJH' ] o, AN B X
Tla, #+2)
_ A

L4 ﬂ T_ ’ — B t’g
o - s = LU ] A
/« Ong = EL@/x]= A+:f e N ¥

""H.__L__‘_ BN

) D{ermm.

Adp de P

55 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19



s o
Predeelen

ﬂ;".ﬂlp'l)}tbi;.mmm s Beas WMPUel 0 & A -ﬁ_,'lql).q Lnfar Gen
AnATEkE s Aokifiigpan ek dmddjpectonelin da F ougles. dis Ty

e Sek el A Ala 2w ~) Rl e I:LP-}%LEJE:‘F#M]
VA ik Looin
nﬁj,.cn:\t(n_m“m,ﬂ) L#u) —:':fd"‘qr‘“‘d‘hm—’*

‘E’jS_A-Ly.ma .:!i,[,:.f‘;\,—tli,l'r'l'-iaﬁ
“‘;;59! M &mﬂtﬂ.
(Bt Longe oo Ak

2i. SR WMMEJM ;g atel gea Kowlern en

P grera’y EM& . MJ_;{;;,N:}\.&“EA Sz -Ks raolroliia
Corsidonda.

T o B R L & S Y= W |
Pz A o dipmd da Qs sealinalion coniidinde.
= SR e augebugea | bees Mong S ARk )
Facor L& = Bloeli) 2 Lon-41)
c:-LEM_‘j SR hualoana ok nie€
G/ o) 2T [ L] - 2 fnlid e
Tax ) ER
; Tmml%‘p 20
o Amoa s SH Tieek ?mﬂ[_ﬁﬁ,_.i“mm{_ib}

5 / - - Ml )W) T,
/' en L) WD} ™ Doanelf) = Hhid) W) Lea (8)

€y E-\.ﬁ] —_— J""i[.h _-"r.:llﬂ'ﬂ_ [_M-l

‘-;,ﬁ);.tat._ﬁmm-z.a Hﬂ‘-f)f“.t'ﬁ)\ RF da 2FL.

M‘n—jgﬂﬂ-\

L8
6/ Lo —{FL }— %le) = T hkDoclm-£)

Hi]=rT & FL RLE

Al 0 WRZ20 o ¥ROK

C. DURIEU/ML1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19 56



_2’1':2
-3 -"5.11,;1._ . &[.ﬂ:‘l—m'l_.n—--l - Ea[fh:",ac[m %] mnn".ﬁ )

ET_‘?':E’“]] C ¥ con :»E%w«'i‘

Lf.r ELMCE
3o BLME s oimaan onom Uinh 4 _primoda dokimyenbite’
ik T —

v & =4, .., K iy

Bl & o) % [m-21) =0
T o
s dakiion sreafion
L[Lf:r_tmb 2ledy odm-hll 20 ¥R=d,
ol _&[m[ml dmm 1=

S
s P E["}{.rn—-—'ﬁ’zl e S U
ULk D RLRY
Bz, K —
- zaelm-f)

As f t[h‘i KLY melon-g) - <L) ) selm-t]) =0 v R=d

i RATI AR T ﬂ Yomlhl wB-4,. =
(l;,m\

ﬁfllﬂ B B

1“;& [ic] L&L‘rﬂ )
lelLf'l_j M:K]"I‘:E el

Tl

T H=T T r:t

Pl ol oAl

_'I.' — .,
T E_n_m ['-"'""'_'. Eﬁ& E-:-"L - . .
lﬁllrh_[-'Ew_nﬁ.: | = 9 - e
Bnese 'l__j'-'_:i" . I H‘x " - ‘ﬂ’-:f_%[.-"*ﬁi Wq‘ :
Ti!;.,_l[_'l.{-l.‘] g \\\ ﬁx‘:ﬂ.[#‘} fg;-:a_ ]-.u
et Elo e T_n-:],g'] L‘l-_l".‘k:_[m‘j I'L L—'T BmLFL'} e[~ - GQLW]]’J
= B RS A el - E R} el K1 pia)
WT sk Ko
+ B elles mq *sm,,iﬂ W
. . s T o -'\u' I
Al ’;1 . enfirmmdfean rroe Rhodsa "ﬁ’mml}]v M_-F;.. m_J.LM g;tﬂn, :,_rﬁﬂm.-.
A B, PR P D L {é,,, !

L C»-U,;nnﬂ— hm:w%;m dams A

57 C. DURIEU/M1 e3a/UE 451 TS/Exam/18-19




FILTRAGE 2D

I/ FILTRE 2D
On considere un filtre bidimensionnel de réponse impulsionnelle (R1) h[m,n]. On note e[m,n] I'image en entrée

du filtre et s[m,n] I'image en sortie du filtre.
1/ Expliciter s[m,n] en fonction de la Ri du filtre.
On considere I'image suivante
e[0,0]=¢[01] =€e[L,0] =€e[L,-1] =1,
{e[m, n]=0ailleurs,
et le filtre défini par
h[0,0] = h[0,1] = h[1,0] = h[11] =1,
{h[m,n] =0ailleurs.
2/ Représenter I'image en entrée du filtre et la R du filtre.

3/ Expliciter la réponse en fréquence (RF) du filtre.
4/ Donner I'amplitude de chaque pixel de I'image en sortie du filtre.

II/ TRANSFORMEE DE FOURIER 2D
On considere deux images et le module de leur transformée de Fourier (TF) (Figure 1). Aprés avoir justifié la
démarche, associer la TF a chaque image.

(@) (b)
Figure 1 : Images (haut) et module de leur TF (bas)
source : John M. Brayer, Introduction to Fourier transforms for image processing

I1I/ FILTRE DU MEDIAN

1/ Donner la définition du filtre du médian.

2/ Citer quelques propriétés du filtre du médian.
3/ Sont représentées ci-dessous trois images : image bruitée avec un bruit impulsionnel, image bruitée filtrée avec un
filtre du médian appliqué avec une fenétre 3x3 et image bruitée filtrée avec un filtre du médian appliqué avec une
fenétre 7x7. Préciser la 1égende de chaque image apres

avoir justifié le choix.

£

Figure 3 Figure 4 Figure 5

Source : Cours de Traitement d’images, Caroline Petitjean http://carolinepetitjean.free.fr/enseignements/ti/part3_TI_petitjean.pdf
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IV/ ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES
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