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TD8 - Poursuite de trajectoire avec retour d’état

1 Exercice 1 : Forme canonique et poursuite de trajectoire

1. (a) On a toujours le système suivant : ẋ1 =

(
−10 12

−6 7

)
x1 +

(
−1

−1

)
u

y1 = ( 4 −5 )x1

Et on a effectué le changement de variable suivant : x1(t) = Mxc(t)xc =

(
z1
z2

)
On a donc le

système équivalent :  ẋc =

(
0 1

−2 −3

)
xc +

(
0

−1

)
u

y = ( 0 1 )xc

(b) On impose la trajectoire :

yd(t) = 10

(
t

T

)3

− 15

(
t

T

)4

+ 6

(
t

T

)5

Le système est équivalent à :

avec l’équation d’observation : y(t) = z2(t)

et le système d”état donne :

{
ż2 = −2z1 − 3z2 + u

ż1 = z2

Et comme on impose la trajectoire sur y(t) = yd(t), on a :

zd2(t) = yd(t)

donc zd1(t) doit vérifier :

zd1(t) =

∫ t

0

yd(τ)dτ

=
10T

4

(
t

T

)4

− 15T

5

(
t

T

)5

+
6T

6

(
t

T

)6

(c) On note :

εd(t) = z1(t)− zd1(t)

On cherche a déterminer le vecteur de la formule de Bumowski qui annulera εd(t)

v(t) = −aTxc(t) + u(t) avec, a = ( 2 3 ){
ż1 = z2
ż2 = v

⇒ v = z̈1

ε̈d = z̈1 − z̈d1
= v − z̈d1

On cherche donc à avoir εd(t) solution de ε̈d(t)+h1ε̇d(t)+h0εd(t) = 0, où (h0, h1) ∈ R2 à déterminer
et dépendant du vecteur v. Tel que l’équation caractéristique possède des racines à parties réelles
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négatives. Donc ssi h1 > 0 et h0 > 0.
La transformée de Laplace de cette équation donne donc :

p2εd(p)− pεd(0+)− ε̇d(0+) + h1(pεd − εd(o+)) + h0εd(p) = 0

εd =
ε̇d(0+) + (h1 + p)εd(0+)

p2 + h1p+ h0

=
γ1p+ γ0

(p− p1)(p− p2)

Exemple : p2 + h1p+ h0 = (p+ 10
T )2 = p2 + 20p

T + 100
T 2

v doit vérifier d’après l’expression de ε̈d :

v(t) = ε̈d(t) + z̈d1(t)

= z̈d1(t)− h1(ż1(t)− żd1(t))− h0(z1(t)− zd1(t))

= (h0 h1 ).

(
z1
z2

)
+ (z̈d1(t) + h1żd1(t) + h0z

d
1(t))

= −Kxc + z̃d

or, v = −aTxc + u, donc on obtient la loi de commande :

u = −Kxc + z̃d + aTxc

= (aT −K)xc + z̃d

Loi de commande en BF par retour d’état :

2 Exercice 2 : Synthèse d’une loi de commande par retour d’état

1. On a ici, n=3. Déterminons la représentation d’état.
On a avec la fonction de transfert :

A(p)Y (p) = B(p)U(p)

d’où l’équation dans le domaine temporelle :

y(3) + 8y(2) + 17y(1) + 10y = u(1) + 2u

On a donc la forme canonique de commandabilité :

ẋc =

 0 1 0

0 0 1

−10 −17 −8

xc +

 0

0

1

u
= Acxc +Bcu
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et on a l’equation d’observation :

y =

 2

1

0

xc + 0.u

Attention : Le u de l’équation d’état et de la fonction de transfert ne sont PAS les mêmes, l’un est un
scalaire l’autre un vecteur.

On a une forme canonique de commandabilité, donc le système est effectivement commandable. Ce-
pendant, l’observabilité n’est pas acquise.
La réalisation est observable ssi il n’y a pas de simplification d’un zéro par un pôle. Il suffit donc de
vérifier que -2 n’est pas un zéro du numérateur.
Une représentation minimal est appelée réalisation d’état.

2. On impose pour la boucle fermée : {
u = −Kxc + ηe

K = ( k0 k1 k2 ) ∈ R1x3

On a donc pour l’équation d’état :

ẋc = Acxc +Bcu

= (Ac −BcK)xc + ηBce

= Abfxc + ηBce

et pour l’éuation d’obersation :

y = Ccxc

3. On impose les racines P1/P2 = −mω0 ± jω0

√
1−m2, donc on a le polynôme caractéristique :

p2

ω2
0

+ 2m
ω0
p+ 1

Il est nécessaire de spécifier un troisième pôle p3 = −λmω0, avec λ >> 1, car la système est d’ordre
3. Comment le choisir ? Stable, plus rapide que les autres pôles que l’on impose.

On a alors le polynôme à imposer :

Πd(p) = (p+ λmω0)(p2 + 2mp+ ω2)

= p3 + (2 + λ)mω0p
2 + (2λm2 + 1)ω2p+ λmω3

0

Pour la matrice Abf , on a le polynôme caractéristique :

PAbf
= det(p13 −Abf )

= p3 + (8 + k2)p2 + (17 + k1)p+ (10 + k0)

Sachant qu’il y a une lien directe entre les coefficients de la matrice compagnon et son polynôme
caractéristique.
On identifie donc les coefficients des deux polynômes :

(8 + k2) = (2 + λ)mω0

(17 + k1) = (2λm2 + 1)ω2

(10 + k0) = λmω3
0

4. Erreur statique nulle ssi le gain en p=0 vaut 1 (gain statique unitaire)
Or,

Gbf (p) = Cc(p13 −Abf )−1Bcη

Donc ,

η =
1

−Cc(Ac −B − cK)−1Bc
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