1. INTRODUCTION 1

1 Introduction

Objectif : Présenter quelques élements de la théorue de 'estimation statistique.

1.1 Problématique

Observation
Y=g(0)

Information a priori
+ Critere

parametres
Estimée

0 = h(y)

FIGURE 1 — Méthode d’estimation classique

Le raisonnement se transpose alors sur la figure suivante :

observation

estimation

Espace des paramétres Espace des observations
FIGURE 2 — Raisonnement en espace algébrique
On défini les index suivants :

m nombre d’expérience réalisée (taille de y)

n nombre de parametres (taille de )

Estimateurs statistiques On observe une réalisation y = g(f) ol 6 est une VA. et on
détermine 6 = h(Y") estimée.



Exemple

Exemple 1 O tension constante.
y(t) =0+ b(t). soit y; = 0+ b;
On défini donc Y et © VA et on aY = AO 4+ B -; régression linéaire.

Exemple 2 filtre RC y(t) = (1 — e /7)u(t) + b(t) , © = 7. modele non linéaire, traité en
TD.

1.2 Performance-Qualité d’une estimation

Proposition (Grandeurs utiles)

e crreur d’estimation

™
Il
Ny
|
>

e moment d’ordre 1 :

~ A

Eyjelf] = Eyjelt] — 0

e Biais moyen :

E[f] = Evel0] = E0] — 0

e moment d’ordre 2 :

e covariance de 'erreur d’estimation

Cpa = B[(0 — mg)()"]
e Corrélation de l'erreur d’estimation
T;5 = E[00"]
e Puissance :(Estimateur Quadratique moyen)

Py = E[)|0]*] = tr(I')




2. THEORIE CLASSIQUE DE L’ESTIMATION

1.3 Caractérisation des estimateurs

—‘ Définition

e Borne de Cramer Rao: borne minimale du biais de variance (qui dépend
de I'estimateur choisi)

e Estimateur non biaisé: E[f] =0

e Estimateur efficace: Borne de Cramer-Rao atteinte.

e Estimateur consistent: E[f] ——— 0 et V[)] ——— 0

Nops—+00 Nops—r00
e Estimateur robuste:
Les performances de I’estimateur ne sont pas trop dégradé si on s’écarte
un peu des hypotheses sous laquelle 'estimateur a été établi.

e Complexité de I'estimateur:
sur 'o btention des connaissances et mise en oeuvre de 'estimateur.

2 Théorie classique de ’estimation

2.1 Estimateur des moindres carrés

—‘ Définition
Pour Y une VA de moyenne m, = my/y on défini le critere :
Tae = (Y —my) " MY —m,)
Avec M matrice symétrique définie positive et alors:

Opic = arg mein Juc(Y,0)

2.1.1 Condition nécessaire d’existance

Si Jye(y, 0) est dérivable et pas de contrainte sur 6.

_ 0Juc

VJ(Q)’éA{C - 86

=0 Gradien

Il faut ensuite vérifié que c¢’est un minimum absolu :

02 e
2 _
s0) = 00007

> (0 Hessien

Application Y = Af + B, avec B une VA. le critere des moindres carrés est alors :

JMC - (Y—AG—mB)TM(Y—AQ—mB)



On a une forme quadratique positive car ATM A > 0. (dans le cas > 0 on a une CNS sur ce
qui suit)

Méthode 1
Va0, =0=—2A"M(Y — A0 —mp)
Donc
ATMAG = ATM(Y —mp)
Soit

Oric = (ATMA)VAM(Y —mp)

D

On remarque que DA = I,,.

Méthode 2 Pour ATMA > 0.

Juc = (DY —mp) — ) ATMA(D(Y —mp) —0)+ (Y —mp)" (M — DYATMAD)(Y — mp)
J1(Y,0) J2(Y)

Alors VJyec =0 = J1 =0 = DY —mp) = Oy

2.1.2 Caractéristique de ’estimateur

e Estimateur non biaisé

Donc E[@;&Io] =0

e moment d’ordre 2 :
Cgg = El(6 = mg)()"] = DE[(B — mp)(B — mp)"|D" = DCppD”
e Cas MC ordinaire (M = I,,)
Cy5= (ATA)TATCrp A(ATA)!
e Cas MC pondéré (M = Cpp)
Cis = (A"CppA) ™
e Cas # scalaire Y; = 6 + B; donc :

o? 0 1
Cpp = et A= |:
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e Cas MCO : ATA=m

S(y; — M) . Yo?
m

Ovic =

e cas MCP pour M = Cyz}, = diag(oy?,...,0,2)

rYm

"1 R 1 Y, —
T S AR P

2
a;

e Oycp défini un barycentre
e Pouro,=conaM =0l — MCO =MCP
e Comparaison MCO et MCP (avec M = Cpp)

Sl\D
N
(]
Ql =
g
sqw

2.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

—‘ Définition

i

On considere fy(y) ddp de y paramétrée par 0. On a fyp(y) =
pose également L(Y,6) =1In(V(Y,0)).
on défini alors:

Orry = arg min fyie(y) = argmin L(Y, 0)

V(Y,6). on

GRAPHE

Exemple Modele avec bruit additif gaussien.

Proposition

Dans le cas d'un brui Gaussien et pour M = Oy,

HMCP = GMV

Remarque L’estimateur de MV n’est pas nécessairement efficace mais si un estimateur sans

biais existe et est efficace c¢’est celui-ci.

Si m — oo on montre que le MV est asymptotiquement efficace. (loi des grands nombres)
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3 Théorie générale de I’estimation

3.1 Estimateur linéaire en moyenne quadratique (ELMQ)
—‘ Définition

Un ELMQ fourni une estimée de la forme

0=HY +C

a partir de erreur quadratique moyenne E[||6]|?] = E[087] = P;

Concept H et C' tel que F; minimal.

(1) %%:o et (2) ZL=0

Proposition

OF; 2E[HY + C — 0] = 2E[f] = 0

0H

1)
L’ELMQ est un estimateur non biaisé.
et donc :
C =—Hmy +mgy
0=H(Y —m,)+mg
0=HY —m,) — (0 —mp)
Proposition
OF; T v T
2 - .
) 6 L Y quand la puissance est minimale, 6 et Y sont décorrélées, on a
extrait toute I'information commune.
De plus :
E[0YT] = E[B(Y —my)T]
= B[(H(Y —my) — 0 —mg)(Y —m,)"]
= Hny —Cypy =0 = H= C@yC;%/
on a donc
é = OgyC;}I/(Y - my) + My
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Remarque L’ELMQ nécessite des connaissances du premier et du second ordre sur 6
et Y.

Proposition

ng = Cge - CQYO;}I/OYG
La corrélation entre # et Y permet de diminuer 'ELMQ.

3.2 Estimateur Bayésiens
3.2.1 Fonction cout/pénalité
—‘ Définition

On appelle fonction de cout ou fonction de pénalité une fonction qui mesure
I’erreur entrainée par la prise de la valeur 6 pour 6.

C(0,0) >0 ouencore C(0)>0

On prendra le plus souvent une < bonne » fonction (continue, paire , crois-
sante ...)

Exemple de cotut
e quadratique
e Valeur absolue

e uniforme

—‘ Définition

On appelle estimateur bayésiens ’estimateur qui minimise le cotit moyen :

Eov[C(6,6)) = / C(6,0) foy (0, y)d6dy

]R"H» n

:/m RnC(é,Q)fe\Y:y(Q)de fy(y)dy

-~

Egy[C(6,0)]

On minimise donc Epy [C(6, )] & cotit conditionnel donné

~

05 = arg min Egy[C(0,0)]
o




3.2.2 Estimateur du maximum a posteriori (MAP)

On considére un cout uniforme.

—‘ Définition

En prenant:

. ~ 0+A/2 .
Egy[C(0,0)] = / (1 —=Ta(0)) fopy=y(0)d0 =1 — / Jory=y(0)d0 =1 — A" fop—, (0)
Soit

éMAP = arg meax f0|Y=y(9)

Lien MAP-MV  on a fyy—,(0)fy(y) = fov(0,y). Avec fy(8) = C** quand fyy (0, y) & une
valeur significative (ie Cpy grand / oy grand ) alors :

argmax foy—,(0) ~ argmax fyje—g(y)

On considere alors que € est un parametre aléatoire mais tres mal connu. (ddp uniforme sur
un interval tres grand, peu d’infos sur 6).
cf. TD < file d’attente >

Exemple et Application On considere 6 scalaire aléatoire avec : Y; = 6 + B; Avec :

B — N(O, CBB)
© <—>N(m9,a§)
B1©
mp = 0
Rappel MC=MV avec : { Oy = Oyc = mTlY
E[é]\/[v] = E[e] = My et O_éMv = %
On a donc :
T LY (Y; — 6)?
= fp(Y — Af) = (Y, —0) = ——
o) = o = 49 = [ [ 5~ = e (5200
Or
_ Sr®)fo(0) _ L2 -0 (0 —me)?
Jory=y(6) = SO Crexp | —3 o + z
J];;P

Le critere est ici une forme quadratique, donc :

é]V[AP = arg max fg|y:y<9) = arg min JMAP<07 Y)
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Alors on a la CNS :

dJyar Y, =0 (0 —my)?
S =0=2 > +

Soit une expression barycentrique :

m Y; meg

R a2 T
HMAP - m I 1
o T 3
9B 9y

Donc :
Proposition
E0yap) = myg
L’estimateur est non biaisé. De plus :
2 1 o
o: =<
Onap 1 4 L o2
OMV o'g MV
On a fait mieux en prenant en compte toutes les sources d’informations.
Remarque

e Si oy >> oy alors Oy ap >~ Oy (ce qui arrive pour o ou m grand)

e Sioy << oyy et Oupap =~ mg (Pobersavation apporte peu d’info)

3.2.3 Estimateur en moyenne quadratique (EQM)

—‘ Définition
On le cout moyen de 'EQM:

A~

C0,0) = (0 —0)" M6 —0)

facteurs d’echelles ou des unités différentes.

Avec M > 0. On cherche a minimiser le cout moyen mais sans contrainte de
linéarité avec une matrice de pondération qui peux prendre en compte des
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~

Etude de l’estimateur On veut minimiser Fgy[C(6,0)]

ViEey[C(0,0)]
Eg|y[2M(9 )]
2M Fgpy | g | — Epy[0) =

h(y)

(
2M (0 — Egy[6]) = 0

Oriq = Eoy (0]

~ [ ofl0)ds = h(y =)

0
0
0

Par conséquent : E[fyo] = E[f]. on a un estimateur non biaisé.

Remarque Si fyy possede un axe de symétrie (ex : gaussienne) :

FIGURE . (éMQ = Oy ap dans le cas gaussien. Différent avec deux bosses.)

Dans le cas général la contrainte de linéarité pour 'TELMQ conduit & une valeur plus grande
qu’avec 'EQM. Dans le cas gaussien : Ograrg = Oag, mais 03¢ nécessite plus de connaissance

(ddp).

3.2.4 Estimateur en valeur absolu

—‘ Définition

on s’interesse au cas n = 1 (un parametre) On choisit le cout moyen :

~

C(0,0) = 10— 0|

Alors :

0 oo
EavlCO.0] = [ 0= 0fm—y©d8 — [ (0= 0)fo— (0)d8

(e 9]

Donc :

0 :V(;Emy[c(éa 0)]

g o0
_ /_ =008 = | o= (0)d6
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Proposition

L’estimée est alors év A tel que :

0 400
[ oo = [ o)

On parle de médiane a posteriori. Le résultat se généralise pour tout n.

Remarque Dans le cas ot fyy—,(0) possede un axe de symétrie (ex gaussienne) on a :

max

A ~ J’ ~
QVA = QMV = HMAP

Exemple Localisation d'un véhicule / Ellipsoide de confiance (cf poly).

4 Conclusion

e [’estimateur statistique dépend des connaissances a priori, de la complexité des calculs
et de la robustesse attendue.

e Dans certains cas particuliers/ limites on retrouve des estimateurs intuitifs /empirique.

e La loi normale joue un role important (hypotheses qui se justifie par la loi des grands
nombres) : les calculs sont simplifiés et conduisent au méme résultat.
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