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Chapitre 1

Echantillonnage des signaux et
transformée en z

1 Introduction : positionnement du probleme

On va s’intéresser aux signaux analogiques vus comme des fonctions réelles

r:teR—z(t)eR

Les processus évoluent contintiment dans le temps.

c(t) u(t) y(t)
4’®—6‘ Structure de commande Systeme

FIGURE 1.1 — Asservissement analogique

La loi de commande est alors :
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Problématique Il faut alors évaluer u(t) et le mettre en ceuvre de maniere analogique et/ou
bon moment. Pour cela, il est nécessaire de calculer en temps réels et d’adapter u(t).

La solution est d’exploiter un calculateur numérique couplé a de 1’électronique numérique
pour implémenter la loi de commande. Par exemple :

e ordinateur a base de microprocesseurs cadencés par une horloge interne
e micro-controleurs
e DSP (Digital Signal Processing, puce & usage spécifique, non modifiable)

e Arduino
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L’information est transmise par des signaux binaires eux-mémes étant des signaux numériques.
Cette information ne transporte pas I’énergie nécessaire pour controler le processus, mais seule-
ment la loi de commande.

Les signaux numériques évoluent de maniere discrete a des instants régulierement espacés

par un intervalle de temps donné par la période de I’horloge T}, = f_lh

On pose 'hypothese que T}, est constante donc les différents instants correspondent a k.7},

ou k € N.

Définition

Le signal numérique uy, est défini comme une suite numérique :

N—-R
kl—>Uk

Calculateurs numériques

[ls servent a implémenter les lois de commande, c¢’est-a-dire les regles mathématiques d’évolution
des signaux.

€k . U, u(t) . . y(@)
——{ Calculateur numérique —— CNA Systeme analogique

CAN

FIGURE 1.2 — Interfagage Numérique / Analogique

Remarque :
CAN : Convertisseur Analogique Numérique
CNA : Convertisseur Numérique Analogique

L’horloge permet le fonctionnement synchrone des différents composants de la structure de
I’asservissement numérique.



2. MODELISATION DES SIGNAUX ECHANTILLONNES

2 Modélisation des signaux échantillonnés

Echantillonnage

—‘ Définition

w(k.T,) = uy sit = k.T,
sit # k.T,

o

Un échantillonnage idéal a la période d’échantillonnage 7T, est représenté par

Peigne de Dirac

—‘ Définition

On définit le peigne de Dirac par :

p(t) = 3 do(t — k.T)

keN

On peut donc réécrire I'expression de 1’échantillonnage :

FI1GURE 1.3 — Peigne de Dirac et échantillonnage d’un signal
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u*(t) = u(t).p(t)

> u(t)do(t — k.T)

= u(kT.)do(t — k.T.)

keN

ut(t) = wdo(t — k.T.)

keN

3 Transformée en z et lien avec Fourier / Laplace

Soit f(t) un signal.

Transformée de Laplace : L{f(t)} = / f(t)e Ptdt
0

Signal échantilloné : f*(t) = Z froo(t — kTp)

keN

On calcule la transformée de Laplace du signal échantillonné :

Fr(p) = L{f*(t)}
_ / S fubolt — KT.)e~"dt

keN

_ / S fue M5y (t — KTt

0 kenN

-3 g

keN

F'(p) = fle ™)™

keN

En notant z = e’*P, on obtient

F(z) = F7(p)]=erer




3. TRANSFORMEE EN Z ET LIEN AVEC FOURIER / LAPLACE

Transformée en 2

—‘ Définition

On définit la transformée en z du signal numérique fj :
oo
F(z)=) fiz* z=c
k=0

On note F(2) = Z{fx}

Proposition

La transformée en z est linéaire :
Z{au, + Bfi} = aU(z) + BF(2)
Si R, et Ry sont les rayons de convergence de U(z) et de F(z), alors

Rau+,3f = maX{Ru, Rf}

Produit de convolution

—‘ Définition
On définit le produit de convolution entre deux signaux uy et fy :

o

ug * fr, = Z Un fr—n

n=—0oo

o0
= E Un fr—n pour u et f causaux

n=0

Z{ug x fr} = U(z).F(2)

Théorémes importants

Théoréme (Théoréme d’avance)

d-1
Z{uraen} = 2'U(z) = 24> wiz™

=0
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Théoréme (Théoréme du retard)

I Z{ty—qaen-} = 27U (2)

Théoréme (Théoréme de la sommation)

Z{y_w} = —=U()

Théoréme (Théoréme de la valeur initiale)

lim uy, = lim U(z)
k—0 z—00

Théoréme (Théoréme de la valeur finale)

z—1
lim w; = lim U(z)
k—ro0 z—1  z
Cette limite est définie lorsque les poles de 221U (z) sont a lintérieur du

cercle de rayon 1.

Proposition (Multiplication par le temps)
Soit x(t) = te(t).

x*(nT,) = x, = nTee,
0E(z)
0z

Lien avec la transformée de Fourier

On peut considérer le peigne de Dirac p(t) comme une fonction T,.-périodique, donc on peut
la décomposer en série de Fourier :

p(t) = Z do(t — nT,) = Z el T
n=0 k=—o00
Te/2 s -2kt 1
ou ¢ = / (Z do(t = nT,)e ™ T )dt = ... = T

~Te/2 -0
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Alinsi,

@) = f(t)p(t) = 7 k_Z F(t)e i
Fw= Tie/ooo( i Fe 75 e dt
k=—o00

-3 ([ s
P =g X o)

Le spectre de f*(t) est périodique en fréquence, de période 2T—7r FAIRE UNE FIGURE PROPRE!!

Reconstitution d’un signal
Théoreme

Un signal analogique f(t) dont la transformée de Fourier est nulle a
[

I'extérieur de l'intervalle [—wq,wo], wo > 0, est parfaitement défini par
ses échantillons fp = f(kT.) si

F, = T vérifie w, > 2wq : Condition de Shannon

Dans ce cas, on peut reconstituer le signal :

Preuve : a base de développement en série de Fourier.

Remarque : la méthode de reconstruction de f(t) n’est pas causale car elle suppose de connaitre
le signal a tout instant. En pratique, on préfere utiliser un CNA pour des applications en temps
réel.

4 Transformée en z inverse

Soit F(z) : C — C une fraction rationnelle propre (degré du numérateur < degré du
dénominateur).
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Problématique

Déterminer les échantillons (fy)ren tel que

F(z) = Z{(fi)ren} = kaz_k

4.1 Méthode par décomposition en éléments simples

On applique cette méthode a @ plutot qu’a F'(z), en utilisant les transformées usuelles.

Cas ou F(z) posseéde des poles distincts non nuls

Fls) =
(2) (z—=p1)...(z — pn)
z 2(z=p1)..(z2 — pn)
C
_G, G
2 z—p
ﬂ@_%+;m-+wm%:ﬂmquhm”jwu
— P1 Z—rp;

De plus, on a

Ciz
Z =" = C'jpf pouri < j<n
Z—pj

Exemple :
z+3
Wz)=——7——
G = e+
Décomposition en éléments simples
Wi(z) z+3 __3_/2 4/3 n 1/6
2 2-D(z+2) oz z—1 z+2
3 4 =z 1 =z
Wz)=—+= —
e A P P
3 4 1
=—= —+ (=21
wr = =50k + (5 + £(=2)%). 1k

Cas ou F(z) posséde un péle multiple non nul, de multiplicité 1 supérieure ou égale
al

Clz 1 CQZ o OlZ

On a alors, Vj =0,1,...,0 — 1

.1 8j@W(z)
R
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z 1
G-l " G-

Exemple dans le poly.

ZY k(k—1)..(k—1+2)p" " k>0

Cas d’un poéle nul, de multiplicité 1 supérieure ou égale a 1

Cz C
W(z) = ot Cot ==+ =

On a alors, Vj =0,1,....1
1072W(z2)

G =G )

Remarque :
G- ! = lim 3 (z7'D)F = kazk
z—D 1— Dzt N—o0 > %D

On en déduit facilement que Z {25} = D*

4.2 Méthode des résidus

Méthode non exigée, voir polycopié

5 Modélisation des CAN et CNA

5.1 Convertisseur analogique numérique

Problématique :
y(t) — = Yk
1. Echantillonnage : (discrétisation de I'axe des abscisses)
on échantillonne sur les instants k7T,
2. Quantification du signal : (discrétisation de 1’axe des ordonnées)
On a g = “MAXZEMIN - avec n le nombre de bits de codages, indiquant le qualité, la

précision du convertisseur.

La limitation d’amplitude est source de saturation du signal échantillonné. La quantifica-
tion génere un bruit sur le signal en sortie du CAN (appelé bruit de quantification). Ce bruit
peut étre modélisé par une variable aléatoire de moyenne nulle, de répartition uniforme et de
variance donnée par ¢*/12.

Dans le cadre de ce cours, on fera I’hypothese que la quantification ne génere pas de bruit
de quantification. Il n’y auras pas non plus de saturation : on parle de numérisation parfaite.

Remarque : ces opérations induisent également des retards de l'information.
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FIGURE 1.4 — Discrétisation et échantillonnage

Conséquence : en amont du CAN, on place un FAR! , un filtre analogique passe-bas.

Convertisseur Numérique Analogique

Problématique : transformer un échantillon numérique en signal analogique défini Vt.
Challenge théorique : quel comportement entre (k — 1)7, et kT..
Idée : extrapolation des échantillons entre 2 instants d’échantillonnage.

Cas du Bloqueur d’Ordre Zéro By(p) fonction de transfert du filtre réalisant le BOZ.
bo(t) = 15 (t) = 15 (t — T.)

Donc par transformée de Laplace inverse,

1. Filte anti-repliement de spectre



Chapitre 2

Fonctions de transfert en z

Rappel : filtre analogique linéaire

1 Premieres propriétés

Théoréme

Si on applique un échantillonnage en entrée de e(t),

s(t) = g(t) x e*(t)
1. s*(t) = g*(t) x e*(t) ou g*(¢) est I’échantillonnage de g(t)

n
2. Sn=0gn*€n =Y p_oYn—kEk

Démonstration : 1.

g (1) * € (1) = /0 F - et (r)dr = .

s*(t) = () i Solt — kT.) = i sudo(t — KT
k=0 k=0

15
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Or, s(t) = [,° g(t — 7)e*(7)dr avec e*(t) = Y72 exdo(t — kT¢)

o

donc s(t) = /Ooo g(t =) exdo(r — kTe))dr
k=0
— Z €k /OOO g(t — 7)o (T — kT¢)dr

k=0

= Z ekg(t - kTe)

0

NER
g

Sp = s(nTe) = ((n—Fk)T.) = Zekgn_k
k=0

k=0

Application : Discrétisation d'un systeme analogique avec CNA + BOZ

u(t t
] exA. BOZ (t) ) y(t) oax Y

FI1GURE 2.1 — Discrétisation d’un systeme analogique

Hypothese : Synchronisation des convertisseurs

up — | H(2) | = i

Fonction de transfert pour asservissement numérique

On cherche & déterminer la fonction de transfert H(z) = ;((ZZ)) de 'asservissement numérique
suivant :
u u*(t) y(p) y (1)
L CoNA By (p) G(p) CAN
FIGURE 2.2 — Asservissement numérique
Théoreme
G
H() = (1 - =z LY
p

Démonstration:

Y (p) = Bo(p)G(p)U"(p)
~ (- Sy



2. OBTENTION D’UNE FONCTION DE TRANSFERT EN Z A PARTIR D’'UNE EQ UATION RECURR

On pose é(p) = @

Y(p) = G(p)U*(p) — G(p)U*(p)e” ™"
Avec Y (p) = G(p)U*(p), par transformation inverse de Laplace,

y(t) = g(t) = u*(t)
Un = Gn * Up

Y (2)

(

=(1-2z"Y(2)

H(z) = (1-271)G(2)
H(z) = (1—2")Z[' L [G(p)]

Remarque : comment choisir 7. 7 Tout systéeme physique peut étre représenté par un filtre
passe-bas :

‘R‘egle empirique : 6f. < f. < 24f.

Propriétés des systemes discrétisés
1. Un systeme analogique linéaire reste linéaire apres discrétisation.

2. L’ordre du systeme est conservé.

3. Les poles du systéme discrétisé p; sont liés aux poles du systéme analogique p, = elePe
(cela vient de z = e’*P). Attention, c’est faux pour les zéros!

4. La discrétisation d’une association en série n’est pas identique a la mise en série des
discrétisés.

2 Obtention d’une fonction de transfert en z a partir
d’une équation récurrente

nYkin T -+ QYkt1 + QYk = DnUpym + ... + brtg1 + Doug
avec a;,b; € R,a, # 0

Par causalité, on a n > m.

Rappel : Théoreme d’avance

d—1
Z Ukt djdent) = 22U (2) — 2° Z uiz "

1=0
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On applique la transformée en z a (EQ,) = apnYkin + - + G1Yk+1 + GoYk

U Ykt a,2"Y (2) — Yo Yn_1][2"...2]T
FOn—1Yk+N-1 012" Y (2)  —an-1[0, Yo Yn—2][2"...2]"
— TZ — .

+a1yri1 +a12"'Y (2) =0, ..., 0, yo][2"...2]T
+aoyr +apzY (2)

T2(EG,) = (S, a )V —Ch,()

On fait de méme avec (EQ,,) = bytpim + ... + biugr1 + bouy.
Conditions initiales données : les yp, k =0,....n — 1 et up, k=0,....m —1

-1 J

O tnyig)2"™
=0

3

Cly(z
0

m—1

Z(Z bin—tur—;)2"

1
7=0 1=0

) =
Clu(z) =

Ainsi, en posant

n

A(z) = Zalzl et B(z) = Zblzl

=0

A(2)Y (z) — Cly(z) = B(2)U(z) — Clu(z)

B(z) Cly(z) — Clu(z)
A(z) A(z)

Y(z) = U(z) +

On pose G(z) = 28, appelée fonction de transfert du systeme.

CI(z)
A(2)
ou Cl(z) = Cly(z) — Clu(z)
A CI nulles, Y(2) = G(2)U(z)

Y(2) =G(2)U(z) +

Définitions

Les poles (zéros) du systeme sont les racines de A(z) (B(z)).

Le gain statique (si défini) est lim, .o G(z).

Lorsqu’il n’y a plus de simplifications possibles entre poles et zéros dans G(z), on parle de
fonction de transfert minimale. Alors, le degré de A(z) désigne l'ordre du systéme.
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3 Réponse temporelle de systeme a temps discret

On considere le systeme a temps discret :

up — | G(2) | = yn

B(z & @
A((Zi et A(z) = IZ:; wz', B(z) = ; b2

G(z) =

3.1 Calcul a partir de la relation de récurrence

On effectue un changement de variable muet pour exprimer y; en fonction des instants
précédents.
UnYhin + o+ QY1 + QYk = bl rm + ... + DrUgy1 + boug

n = —Up—-1Yk—-1 — ..« — A1Yk—n+1 — AOYk—n mUk+m—n 1Uk—n+1 OUk—n
n Y p— 1Yk a1y aoYk—n + b + ...+ bug + bouy,

Intérét : pratique pour le calcul en temps réel (simulation, implantation systemes embarqués...).
Les CI y_1,y_s... sont a préciser

3.2 Calcul a partir de la fonction de transfert
Si les CI sont nulles :
Y(2) = G(2)U(2)
ye = Z7G(2)U(2)]
Y(2)

En pratique, on effectue une décomposition en éléments simples de —= et on applique Z 1]
a Y (z) en utilisant le tableau des transformées en z usuelles.

Exemple :

On cherche la réponse impulsionnelle (uy = Jx) de

S S
(z—1)(z—2)

On effectue la décomposition en éléments simples de @

G(z) =

Y(z) 1

z 2(z—=1)(z — 2)
1 1 1
T2z 20z-1) 2(:z-2)
11z 1 =z

I s
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SI les CI non nulles et connues :

Cly(z) — Clu(z)
A(z)
Cly(z) — CIu(z)]
A(2)

Y(2) =G(2)U(z) +

ye = Z 7 [G(2)U(2) +

3.3 Par décomposition modale

b2+ b B(z)
G(z) = a2+ ... +ay  A2)

K(z—21)" (2 — 29)?2...(2 — 2,)*
= avec Z%:n,Zai:m

(Z - pl)71 (Z —pQ)W...(Z — pq)%

v; est la multiplicité algébrique du pole p; € C.
a; est la multiplicité algébrique du zéro z; € C
Avec I'hypothese a,, = 1, A(z) est un polynéme appelé Monique.

Y
(2) = G()U(2) ou U(z) quelconque, de poles ry, ..., 7,
z z

d’ott Y (2) = Y(0) + Z Gi(z) + Z Uy(z)

Remarque : U(z) influence la décomposition de G(z) et vice-verse.

Gi(z) = Z (L

= (=)
9i, = Z7'Gi(2)]
= (co+ 1k + ...+ cpy 1 K HpE = P(k)p!
g5, correspond a I’évolution de la sortie y;, due au pole p; : mode p;.

La sortie y, est construite a partir de la contribution de chaque mode (et du type d’entrée)

b= YO+ > 0o+ 273 Ui(2)

ou
7 | gi, est U'excitation des modes par l'entrée y;
Z7H>7 Ui(2)] le régime forcé par uy,
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3.3.1 Mode réel

Ipi| < 1= Pj(k)p¥ — 0 : mode convergent

Ipi| > 1 = Pi(k)p" divergence exponentielle

|pi| = letPi(k) = ¢o constant — mode entretenu (ni convergence, ni divergence)

Ipi| = 1 et 45 > 1, P;(k)p* — divergence polynomiale
e Sip; > 0 alors P,(k)pF tend & étre du méme signe : mode apériodique

e Sip; <0 alors Pi(k)p¥ = (—1)*|p;|*P;(k) change de signe en fonction de la parité de
k : mode oscillant

e Sip; =0— Pj(k)pF = 0Vk > 1 : mode & réponse pile

Remarque : un pole discret nul p; = 0 possede un équivalent en temps continu a partie réelle
infiniment négative :

p; = elePi = () & p; — —00
3.3.2 Mode complexe

A un pole p; complexe correspond son conjugué p; :
P, (k)pf + Py, (k)pi* = ... = P(k)p} sin(k; + ¢

olt p; = p;e’? et ¢ dépend du contexte.
e [pi| = pi > 1: divergence

Ipi| = pi < 1 : convergence en pf

pil = pi =1
e si multiplicité de p; = 1 : mode entretenu

e si multiplicité de p; > 1 : divergence

0; # 0 oscillation a la fréquence 6

4 Stabilité

Définition

[Stabilité EBSB] Un systeme discret est stable au sens EBSB si pour toute
entrée u; bornée, vy reste bornée.

Théoreme (Stabilité et réponse impulsionnelle)

Un systeme est stable au sens EBSB si et seulement si sa réponse impul-
sionnelle est absolument sommable, c’est-a-dire >~ |gx| < 0o
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Théoreme : stabilité et poles

Théoréme (Stabilité et poles)
Un systeme discret est stable au sens EBSB si et seulement si tous les
poles de sa fonction de transfert en z sont a l'intérieur du cercle unité
(strictement, pas sur le cercle).

Remarque : cela suppose le calcul des poles de G(z) = o)

1
| ! |7
L i L ]
LTL(L /

I -
FIGURE 2.3 — Allure de la réponse temporelle en fonction de la position des poles dans le plan

N

Critere de Jury

A savoir utiliser, voir polycopié.
Critere de Routh-Hurwitz
A connaitre par coeur, voir polycopié.

Rappel : En temps continu, le critere de Routh-Hurwitz permet de déterminer le nombre
de racines instables de I’équation caractéristique, c’est-a-dire a partie réelle strictement positive.

Transformation en w :

1
z:ﬂ, w# 1
1—w
z—1
= -1
w T z #

Cette transformation transforme le disque unité du plan en z, en le preuvei-plan ouvert

gauche du plan en w.
Cette transformation étant bijective, on l'utilise pour appliquer le critere de Routh au

polynome en la variable w.



5. TRANSPOSITION DES METHODES ANALOGIQUES 23
Critere de stabilité de Schur-Cohn

Non exigible, voir polycopié.

Critere de stabilité de Nyquist

A connaitre par coeur, voir polycopié.

5 Transposition des méthodes analogiques

5.1 Approximation du BOZ par un retard équivalent

On rappelle I'expression de la fonction de transfert du BOZ :

1 —eTer
By(p) = ———
p
e’%p(e%p = e’%p)
b
Te Te e
Or,e 2P =1—-—= =
I, e 5Pt o( i )
Te T. T.
%P _ 14 Ze Ze
e + 2p+0( 219)

Donc | By(p) =~ T, 5P

5.2 Approximation de Padé pour les retards

Cette approximation repose sur le développement de Taylor du terme de retard exponentiel.
Elle fournit une fraction rationnelle causale.

A TPordre 1,
e~ Ter — e — 1- %p
etFr 1+ Lp

A TPordre 2,
1o _ L= Bpt

Application au BOZ :

Conséquence : on peut donc appliquer les résultats des systemes analogiques sur le systeme
équivalent obtenu.
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5.3 Correction numérique obtenue par discrétisation approchée d’un
correcteur continu

Approximation de 'opérateur intégral

k
T = E e;jle
=0
Approximation d’Euler arriere

de(t) ex—ep1

dt T,
1—271
pE(p) = . E(2)
_Z— 1
b= 2T,

Approximation d’Euler avant

dt T,
-1
PE(p) =~ (2)
z—1
p= T,
Approximation de Tustin
1
Ty — Tp—1 = §(€k + ep—1)1e
T,
(1—-2HX(2) = ?(1 + 2 HE(z)
T.1+ 271
() = o T B(2)
CTez+1
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D’ou

_22—1
S Toz+1

p

Remarque : semblable a la transformation en w.

Remarque : les approximations de p induisent des distorsions fréquentielles.
Exemple : correcteur continu R¢(p)

Ri(2) = Re(p)l— 2. o1

p:Te z+1
Réponse fréquentielle : z = eT<P, p = jw

| 2 T —1
R JTew — RC -
a(e7) = Rel om0 7
JT.w —1 T,
— jtan(=<
o1 tangw)
2
Ra(€") = Re(j = tan(7)w)
= R.(jw) ol @ = — tan(—w)

w est une " pseudo-pulsation” qui varie de 0 & +oo lorsque w varie de 0 a 7. Cela correspond
a une distorsion de I’échelle fréquentielle.

Approximation de Tustin adaptée a la pulsation w,
On voudrait que Ry(e™<’¢) = R,(jw,), alors

We z—1
tan(“el) 2z 4 1

p

We
weT,
tan (s

R.(j ) = Re(juwe)

Approximation par correspondance pole-zéro

Exemple :
p+a
R.(p) =
(p) P
z = eleP
z — e Tea
Rd(z) = P e—Teba
Gain statique : lim Ry(z) = Loy Ru(p) =2
ain statique : lim Rg(2 _al_e—Teb plir(lj c(p) = 2
al—e T
o=-—-—"
b1l—eTeb

En résumé, on construit R,(z) avec la méme structure que R.(p) en temres de zéros, poles
et gain statique. Précaution a prendre lorsque le degré du numérateur de R.(p) est inférieur au
degré du dénominateur de R.(p) (i.e. R.(p) strictement propre)
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Exemple :
- p+a
B0 =m0
Rulp) = (z+1)(z—e " )a

(Z — e Teb)(z—eTec)

Ra(1) = Ro(0) > a = ...

Le terme (2+41) est ajouté pour permettre d’avoir le méme gain de Rq(2)|__ .z = Re(jw)|w—sos
(correspondance du gain haute fréquence).

En conclusion, le choix d’une approximation dépend beaucoup des caractéristiques (zéros,
ordre,...) du systeme.
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A savoir pour le partiel

Transformées en z et ses propriétés
Tous les résultats sur les filtres linéaires numériques
Méthode d’obtention des transformées en z d'un systeme discrétisé

Définitions stabilité, criteres algébriques pour la caractériser (connaitre Routh-Hurwitz,
savoir appliquer Jury)

Réglage d’un correcteur PID analogique, savoir passer en TD (Euler, Tustin, méthode de
correspondance pour le zéro)

Transformation en w

Correcteur RST

Regle des retards relatifs

Regles de rejet de la perturbation, conséquence sur le polynome R

Etre en mesure de déterminer les degrés de polynomes R et S pour résoudre un probleme :
technique de simplification de poles / zéros, introduction de polynoéme auxiliaire
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Chapitre 3

Commande dans ’espace d’état

1 Concept du modele d’état

1.1 Définitions

Soit un systeme X, a temps continu, linéaire ou non :

u—>—>y

u(t) € R™ commande
y(t) € RP sortie mesurée

z(t) € R™ vecteur d’état, et ses composantes z;(t) € R variables d’état

29
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—‘ Définition

On appelle équation d’état du systeme (X) :

f:R"xR™x R, — R"” : champs de vecteurs, relation non linéaire en x, u, t.
xo = z(0) € R™ : vecteur des conditions initiales.
x(t) contient des grandeurs physiques ou non.

On appelle équation d’observation du systeme (3) :
y(t) = h(x(t),u(t),t) (équation algébrique)

Un modele d’état est composé d’une équation d’état et d’une équation
d’observation :

ukERm—>—>yk€RP

x, € R™ vecteur de suites numériques

Systemes stationnaires : on peut simplifier comme suit :

Continu : Discret :
{ i(t) = f(z(t),u(t), zo==z(0) { Terr = Ja(ze, ur),  xo = z(0)
y(t) = h(z(t), u(t)) yr = ha(zr,uk)
Systémes linéaires stationnaires : on a alors :
Continu : Discret :
{ (t) = Ax(t) + Bu(t), zo=x(0) { Ty = Agrr + Baug, xo = x(0)
y(t) = Cux(t) + Dult)) yr = Caxy + Dguy,

A, Ag € R™™ matrices d’évolution

B, By € R™™ matrices d’application de I’entrée commande u
C, Cy € RP*™ matrices d’observation

D, D; € RP*™ matrices de transmission directe

Remarque Systemes linéaires variant dans le temps :
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Continu : Discret :
{ z(t) = A@t)z(t) + B(t)u(t), =xo=x(0) { 1 = Aa(k)z + Ba(k)ug, x0 = x(0)
y(t) = Ct)x(t) + D(t)u(t)) ye = Ca(k)zr + Da(k)ur

Cadre du cours : systémes linéaires, stationnaires, SISO (mono-entrée, mono-sortie).
Deplus,ué¢ R (m=1),yeR (p=1).

1.2 Quelques exemples
1.2.1 Robot manipulateur a 1 bras

PFD : équation de mouvement

JH(t) = Cout) + Cy(1)

. I
JO = C,,(t) — 5mg cos 6

On pose Cp,(t) = u(t)

it = g;u(t)-— 725§L cos(0(t))
On a done T » 0
0= |y | = | ooy |+ 3]0

1.2.2 Cas d’un robot a n liaisons en série, n-actionné

M(q)§+ C(q,d)q+ Dg+g(q) =T

‘91 (t) 1 (t)
g(t)=1 :+ | €R", 7= :
0 (t) ()
M(q) = M(q)" € R™™ matrice d’inertie, définie positive
C(q,4)q e R forces centrifuges et de Coriolis
g(q) = 815(;) e R"” énergie potentielle totale due a la gravité
Dq frottements visqueux dans les liaisons
x(t) = |- eR
() [q(t)
#(t) = P(ﬂ = { LV } + {O’”"}
i) [-M " (q)C(q,9)g — M~'Dg — M~ (q)g(q)| = M~



32 CHAPITRE 3. COMMANDE DANS L’ESPACE D’ETAT

1.2.3 Circuit avec diode a effet tunnel

L
15000 \—»
R
. éz v,
u(t) T Yip

FIGURE 3.1 — Montage étudié

Lois de Kirchoff :
Noeud A : iy =ic+ip = h(vp) + ve

dv ,
= Cd—f =17 — h(UD)
: . dig,
Maille 1 : u(t) — Rip(t) — L% —ve(t) =0
Ji
= Ri; + L% +up = u(t)

Maille 2 : vo(t) = vp(t)

x(t) = [ZL} = {xl] € R? 2 variables d’état

=[] [ ke )+ [

2 Quelques propriétés de base, valables a temps continu
ou discret

2.1 Non-unicité d’un modele d’état

Cas continu :

{ (t) = Axz(t) + Bu(t), xo=x(0)

y(t) = Cx(t) + Du(t))
Soit T € R™ ™ inversible. Soit z(t) € R™ tel que x(t) = T'2(t). et T invariante dans le temps.

{Tzu) = AT(t) + Bu(t)

y(t) = CTz(t) + Du(t))
{Z(t) =T71AT=(t) + T~ Bu(t) avec z(0) = T "z
y  =CTz(t)+ Du(t)

(t) + Bz(t)

Ht) = Azt
y = C'z(t) + Dul(t)
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D est invariant par changement de coordonnées régulier (x(t) = T'z(t))

Proposition

Il existe une infinité de modeles d’état pour un méme systeme (linéaire
et stationnaire).

Remarque voir plus bas quelques changement de coordonnées vers des formes d’état cano-
niques.

2.2 Solution de I’équation d’état

2.2.1 Exponentiel d’une matrice

—‘ Définition

Soit K=R ou C.

o0
Ak
VA € K™ e € KW et 4 = T
k=0

On admet la convergence de la série.

Remarque e =1,

Proposition
et = I};Igo(ln + %A)k
1. (eMT = A"
2. et inversible et (e)™l = ¢4
3. Si A = diag(Ay) ot Aj, € Krixni i=1.. k, e = diag(e?*)
4. Soit X inversible € Knxn ¢XAX™H — xedx 1
5. Si A, B € K™" sont similaires e” et e” sont similaires aussi
6. Si A, B € K™" sont similaires et unitaires e et e? le sont aussi
7. Si A est hermitienne (A = ET) alors e? est définie positive
8. Si A est anti-hermitienne, alors e? est unitaire
9. Si A est normale (AA* = A*A), alors e est normale aussi
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Proposition
d At
teR L Acth — o1y
— dt
Démonstration:
tA _ k
e HA
k=0
deim_iooi k_i k1 i
dt dt — k! r (k— 1)
o0 tk—l 1 A
= A A Rt — A
(k—1)! ¢
k=1 =
Proposition
Soient A, B € K"*"
1.
Vt € ]R-H AB — BA = etAetB = et(A"’B)
2.
si AB = BA, alors eATB — pApB — oBpA
Théoréme

Soit A € Kn*n

n—1

et = "W (t)A*, VteR
k=0

tA 1 -1 _tz

et =— [ (21, — A) "edz
2r5 Jo

ou C est un contour fermé du plan complexe contenant Spec(A) (valeurs
propres de A)

Soit. P4 le polynome caractéristique de A

Pa(s) = det(sl, — A) = 8" + ap_18"" + ... + a15 + ao, a;€R,j=0.n—-1
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On montre que
sPI(s) = PP (s) —ap, k=0,..n—1avec P”(s) = Pa(s) et P{V(s) =1
1 P(k—H)
Wy(t) = — / A () iz,
2rj Jo Py (2)
On montre que Vk =0,1..n—1lett >0
T + an ) + o+ e OO () + agly(t) = 0
avec Vk,l=0..n— 1,k #1, on a \If,(f)(O) = O
Théoréme
Soit A € K™*™ et Wq(t)...V,,_1(t) définis précédement.
Alors Vs € C\ Spec(A),

L[] = / e steMdt = (s1, — A)7!
0

On appelle (s1,, — A)~! résolvante de A.

De plus,

En pratique, soit V' € K™ inversible, tel que V1AV = J, J € K™ matrice de Jordan ou
bien J = A = diag(A;...\,), \; valeurs propres de A

Proposition

AP =V Jgky !
ou bien si J = A = diag(A1...\,),

AF = VARV

etA — VIV ety
ousi J = A = diag(A;...\,),

6tA — VetAv—l
AF = diag(\¥
et = diag(et)
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2.2.2 Cas analogique
Théoreme

La solutions de I'équation d’état est :

(S) - &t = Ax+ Bu, z(0)=z9€R"”
“"ly =Cx+ Du

t
z(t) = e +/ A Bu(r)dr
0

Démonstration :
& = Ax + Bu
e (& — Az) = e Bu
/ %(e*“‘x(t)) = / e A Bu(t)
e Hp(t) — e gy = /t e TABu(r)dr avec ty = 0
to
Réciproquement

¢
i(t) = Ae'tag + d/ A7) Bu(r)dr
dt J,

t
= Ae'zo + / Ae"=ABu(T)dr + Bu(t)
0

t
= A(e"zo + / e ABu(1)dT) + Bu(t)
0

= Ax(t) + Bu(t)

2.2.3 Cas discret
Théoréme

Dans le cas discret , les solutions de I'équation d’état sont :

(S) ) Thy1 = Adl’k + Bduk, rg € R”
"l e = Caxp + Dguy

k=0 T = AdIO + Bduo
k=1 To = Adl‘l + Bdu1
Aiﬂ?g + AyBgug + Bauy

Vk |a, = Abao+ Y0 AV By
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2.3 Modele d’état pour quelques associations de systémes (TD1)

3 Commandabilité et observabilité

37

Probleme : existe-t-il une commande u(t) permettant de passer d’un point de fonctionnement
at=taunautre dat =157

3.1

Commandabilité

—‘ Définition
Cas analogique Le systeme (X) est dit commandable si
Vao(t =ty) =z € KV et Va; = 2(t = t;) € K"

il existe une commande u(t) continue (par morceaux) qui amene ’état
x(t) de I'état xg a t =t vers s a t = ty.

Cas discret Le systeme (3;) est commandable si
Vzg € K" et Vo, € K"

il existe une séquence d’échantillons de commande [ug, uy,...ux| qui
amene le systeme X, de 'état de x4 pour £ =0 a xy pour k = n.

—‘ Définition

On appelle matrice de commandabilité (dite de Kalman), la matrice
notée (obtenue par concaténation)

C(A,B)=[B AB A’B...A"'B] ¢ K™"

Théoreme
Cas analogique ou discret :
Le systéeme (X) est commandable si et seulement si (matrice de rang

plein)
rang(C(A,B)) =n

Le systéeme (¥,) est commandable si et seulement si

rang(C(Aq, Bg)) =n

On dit alors que la paire A, B est commandable.
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Proposition (Corollaire spécifique aux systémes monovariables)

Le systemes (S) ou (94) est commandable si et seulement si

det(C(A, B)) #0 (ou det(C(Aqg, Ba)) # 0)

Démonstration:

k—1
k—1—j
T = A(’}xo + Z Aj ]Bde
J=0

Pour atteindre n’impotre quel état de KV, il faut que

Im{AS_l_de}j:o...k_l =K"

De plus, Vk > n,
Im{AY I ByYico ko1 = Im{AL " Ba}j—o.n1

En effet, d’apres le théoreme d’Hamilton-Cayley, la matrice A est racine de son polynéme
caractéristique : P4(A) =0 donc A" = — Z;é apAF.

Donc :

Im{AZ_l_de}jzomn,l =K" < rang(C(Aq, Bg)) =n

3.1.1 Cas discret

Proposition
Soit g € K",z € K",

Up—1

xvp— Alzg=[B AB... A"

(. J/

C(A,B) Ug

Si C(A, B) inversible i.e. systeme commandable, alors on en déduit la

séquence de commande permettant de passe de x4 pour & = 0 a oy pour
k=mn:

Un—1
=C(A, B) Yz, — Alxo)
Ug
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3.1.2 Cas continu
—‘ Définition

On définit le Gramien de commandabilité, noté W, € R™*"

t1 t1—to
We(to, t1) = / et=ABRBTh=1AT g — / e BBT e’ do € K™

to 0

Proposition

o W, est symétrique
e W.>0ieW.€ S}

Théoréme
Le systeme (X) d’équation d’état © = Ax + Bu est commandable si et
seulement si W, inversible, c¢’est-a-dire W, > 0.

Démonstration:

a) W, inversible = (X) commandable. Soient xg, X1 € R™.
Soit v(t) bornée sur [to, ;] défini par v(t) = BTeAO =W, (tg, t1) " (z; — eAtr—10) ),
v(t) solution de T = AT + Bv,Z(ty) = Xo
On a
t1

Z(ty) = eAlti—to) +/ eA(tl_T)BU(T)dT

to

t1
= eAlitolg, +/ A= BBA IV, (1, 11) (21 — A T0z0)dr + We(to, 1) Welto, 1)~ (a
to

b) (¥) commandable = W, inversible. Montrons que si W, non inversible, alors (X) non
commandable.

Jy € R™\ {0} tel que Wy =0

@yTWCy =0
t1
& yTeATBBTeATTydT =0
to
t1
<~
to

syTed"B =0

2
BTe(“*T)ATy‘ dr=0= BTeA Ty = 0vr € [to, t1]

Soit u tel que & = Az + Bu, x(tp) =0

t1
x(tl):/ eA(trT)Bu(T)dT

to
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= yTx(tl) =0

Or si y € R*\ {0} il existe 71 € R" tel que y’z; # 0 par exemple z; = y donc
Vu, xz(t1) # 1 (X) non commandable. [ |

Proposition (Gramien asymptotique)

W.(0, 00) solution de I’équation de Lyapumov AP + PAT + BBT =0

Remarque Soit A € K"*" et t € R on montre avec le théoreme de Cayley-Hamilton que :

n—1
el = Z ¢;(t)A’ avec ¢;(t) fonction analytique de R, ie DSE.
=0
On a alors :

t
z(t) = ey +/ e ABu(t)dr
0

t n—1

— Ay + / Z ¢i(t — 7) A’ Bu(t)dr
n—1 t

= €tA.fL'0 + Z/ (%(t - T)A]Bu<t)d7'
j=0"0

n—1 t
= g + Z AjB/ ¢;(t — T)u(t)dr
=0 0

K

Ho
= 20 +C(A, B)

Hn—1
Exercice Soit A € K33 diagonalisable. Calculer et et en déduire ¢g, ¢, P2 tel que

2
etA = Z ¢jAj
j=0

3.2 Observabilité
—‘ Définition

Le systeme (X4) est observable si Vzy € R™ a t = t, il est possible de
déterminer le vecteur d’état (z(t) ou x4, uniquement en se servant de 'entrée
u(t) ou uy et de la sortie y(t) ou yg.
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—‘ Définition

On appelle matrice d’observabilité (dite de Kalman), la matrice

C
CA
O(A,C) = : e KM
C A1

Théoréme (Critére d’Observabilité de Kallman)

Le systemes (3) ou (3y) est observalble si et seulement si

rang(O(A,C)) =n  ourang(O(A4 Cy)) =n

Proposition (Corollaire dans le cas SISO)

rang(O(A,C)) =n < det(O(A,C)) #0

Démonstration : Dans le cas discret,

k—1
Y = CdAlé.ro + Z CdAZ_l_JBde + Dgjuy
j=0
C Y0 U
CA n u1
. rg=| . | —M
CAFL Yk Ug—1
avec _ }
0
CB
M= CAB
| A2 ... CAB CB 0 |
k>n—-1
xq s’obtient si et seulement si rang(O(C, A)) =n |

Proposition

Les propriétés de commandabilité et d’observabilité sont invariantes par
changement de variable.
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& = Ax + Bu

Crt D et T € K™*" inversible et z tel que z(t) = T'z(t).
y==0Cx+ Du

Démonstration: Soit (X) = {
Alors :
=T AT +T7'Bu
\f—/ Hf—/
A B
y=CT z+4+ Du
~
C

Alors on a la matrice de commandabilité :

C(A,B)=[T"'BT'ATT 'B...] =T7C(A,B) = rg(C(A,B)) =rg(C(A, B))

De méme :

O(C,A) =0(C, AT = rg(O(C, A)) =rg(O(C, A))

4 Relation modele d’état / fonction de transfert

4.1 Modele d’état vers fonction de transfert

u(t) = |(5)] = y(®)

| @ =Ax+ Bu, z(0)=zy€R"
(5) - { y =Cx+ Du
Soient Y (p) = L{y(t)},U(p) = L{u(t)},p € C. X(p) = L{z(t)} = [X1(p) ... X.(p)]"

Alors on a

L{z} = pX(p) — xo
pX(p) — zo = AX(p) + BU(p)
(pl, — A)X(p) = BU(p) + o
X(p) = (pln - A)_IBU(p) + (pln - A)_IIO

Remarque : X (p) = L{fg e AT Bu(r)dr} + L{e*xo}

Y(p) = CX(p) + DU(p)
Y(p) = [C(pl, — A)"'B+ D|U(p) + C(pl, — A)"'zo + DU (p)

Soit G(p) la fonction de transfert entre u et y.

G(p) =C(pl,—A)'B+D

Proposition

Les valeurs propres de A (les modes de (S)) sont les poles de la fonction
de transfert G(p).
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Démonstration :

(ply, — A)~! Adj(pl, — A)

1
 det(pl,, — A)

Or, Ps(p) = det(pl,, — A). Adj(pl, — A) € K"*"[X] Les éléments de Adj(pl, — A) sont des
polynoémes d’ordre n — 1

_ CAdj(pl, — A)B + DPa(p)

) Palp)

Remarque Les fonctions de transferts entrées/sorties sont indépendantes du choix du vecteur
d’état.

4.2 Fonction de transfert / équation différentielle vers modele d’état

Voir polycopié

Formes canoniques a matrice d’évolution compagnon

Exemple : 4y® (t) — 2y () + 8y(t) = 2uV (¢) — u(?)

On se ramene a une forme conforme au cours (coefficient de plus haut degré égal a 1) :

1 1 1
Y9 — Sy () + 2u(0) = 5uV ) - qu(t)
2 2 4
Forme compagnon horizontal de type I : Forme compagnon horizontal de type II :
0 1 0 0 0 1/2 =2 1
Ac.=1 0 0 1 B.=10 Ac.=11 0 O B.=1|0
-2 1/2 0 1 0o 1 0 0
C.=[-1/4 1/2 0], D=0 C.=[0 1/2 —1/4], D=0
Forme compagnon vertical de type I :
0 10 —1/4
A,=|1/2 0 1 B, = 1/2
-2 0 0 0

C.=[1 0 0, D=0
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Forme modale (poles simples)

p*—1
G(p) =
PR PR PR}
_ g + Qg + a3
pP—-1 p+2 p+3
-1 a1mn
(S) Tm = —2 T + QY2 | U

—3 Q373
y =[/m 1/ 1/plen+0, Vyu#0
4.3 Changement de base vers une forme canonique

Voir polycopié
4.4 Dualité observation-commande

(S) : & =Ax+ Bu, z(0)=z9€R"
"y =Cx+ Du
G(s)=C(sl, — A)'B+ D € R[X]
G(s) est scalaire, donc en transposant (G(s) = G(s)7, D = D7) :
G(s) = BT (s1, — A)'CT + D € R[X]

Ainsi, 97 € R" tel que
[z =ATE+CTu
(S>{y = BT+ Du

C’est la forme duale du modele d’état (monovariable uniquement).

4.5 Commandabilité et observabilité pour les formes canoniques

Une forme canonique :
e de commandabilité est toujours commandable, I'observabilité est a étudier

e d’observabilité est toujours observable, la commandabilité est a étudier

Cas des formes modales :

(

Sl )\1 51 21
(5): ;
\ “n
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(S) est commandable (resp. observable) si et seulement si tous les modes sont commandables
(resp. observables)

Si dans la matrice d’application exprimée dans la base modale, un des coefficients est nul,
alors le mode correspondant, donc le systeme, n’est pas commandable. Il en est de méme pour
la matrice d’observation et ’observabilité.

Cas des formes de Jordan : (exemple)

A1 )
T = )\1 r+ |. u, UGR
A1

Ce n’est pas un systeme commandable.

Dans un systeme monovariable (y € R, u € R), si un mode multiple est associé a au moins
2 blocs de Jordan, alors ce mode n’est pas commandable / observable.

5 Commande par retour d’état

(5):{x = Az + Bu, z(0)=x0€R

y =Czx+ Du

Etant donné un systeme en boucle ouverte ou A peut posséder des modes / poles instables,

faiblements amortis, lents,... le but est de se donner un ensemble {A\{¢*, ... A} € C" auto-
conjugué, et de chercher une loi de commande u(t) permettant d’obtenir en boucle fermée un
systeme dont les poles / modes sont { A% ... \des)

1(t)
Hypotheses : z(t) = : e K".

Zn (1)

On suppose que les xx(t) sont mesurables, i.e. z(t) est mesurable.
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—‘ Définition

Une loi de commande par retour d’état est une expression du type

R* — R
x(t) = u(t) = r(z(t))

Dans le cas d’une loi de commande linéaire, la Idc par retour d’état est une
expression du type :

u(t) = k(z(t)) ou k :

u(t) = Ka(t) on K € R™>"

K est alors appelé gain du rectour d’état.
Une ldc linéaire par retour d’état et consigne est une expression du type :

u(t) = Kx(t) + ne(t)

ot K € R™" gain du retour d’état, n € R terme de précommande et e(t)
signal de consigne (ou de référence).

5.1 Mise en équation (cas continu) :

) : t = Ax+ Bu, z(0)=x9€R"
"My =Czx+ Du

Avec u = Kz + ne,

= Ax+ BKz +nBe
= (A+ BK)x +nBe

Posons A,y = A+ BK € K™ matrice d’évolution en bf, B,y = nB € K™ matrice d’applica-
tion du signal de consigne

T = Abf$ + Bbfe

Donc :

t
x(t)etAbfxo+/ elt=4¢ Bpe(r)dr
0

Remarque le Dynamisme de z(t) est caractérisé par les valeurs propres de A,;. K permet
de les régler sous certaines conditions.
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5.2 Calcul du gain K du retour d’état

On souhaite trouver K € K™ tel que {\{,..., A%} correspondent aux valeurs propres de
Ayy = A+ BK.

Hypothese : (X) est commandable, i.e. C(A, B) est inversible.

Soit Pa(A) = det(Al,, — A) = N\" 4+ a, 1 A" L+ ..+ a1\ + ao.
Soit I14(p) le polynéme caractéristique désiré en boucle fermée.

fiA 2
=1

=\"+ + Oy 1)\n1+ —|—CY1)\+040,0ék€R

Ainsi, on cherche K = [kg, k1, ..., ky] tel que

PAbf( ) et()\ln — Abf)
= det(\, — A — BK)
= II4(N)

Cette équation polynomiale équivaut a un systeme linéaire de n équations a n inconnues
ko, k1,. .., ky.

On identifie terme a terme les monomes de II4(A) et Py, (A) pour obtenir les n équations.

5.2.1 Obtention de K a partir de la forme canonique de commandabilité

Soit M € K™ la matrice de changement de coordonnées vers la forme canonique de
commandabilité tel que :
| 2. =Awx+ B
(8) : { y =CC.x+ Do

ou

—Qaqg ... —Qp—1 1

u(t) = Kx(t) + ne(t)
u(t) = KMx(t) + ne(t)
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Posons K = KM = [kjl . k:nN_l]. Ainsi,

L. = A.xe + Bcf(x +nB.e

= A;,fornBe
0 1 0
A~bf = 1 + O [k?() k’nN_l]
| ) —Qp—1 1
[0 1
B 1
i —ag + k’o Ce —Qp_1 + kn—l

Py (A) = det(AL, — Ay)

= AN 4 (g — k)N 4 (ag — ko)

Rappel : si Py(\) = det(A\l,, — A), Pr-1a7 = det(T)Py(N)det(T).
En identifiant terme a terme P, (A) avec II4(A), on obtient

Ap—1 — knfl = Op—1

ap — k=

ap — ko = g

d’ou l;:j =a; —a;,j] =0..n—1et enfin, K = KM

5.2.2 formule d’Ackerman

Théoréme (Formule d’Ackerman)

K =10...0,11.C(A, B) 'I4(A)

Démonstration: Preuve par récurrence, la preuve en dimension 3 est « laissé en exercice au
lecteur >. |

Remarque : il n’y a pas besoin de calculer 'inverse de C(A, B) dans son intégralité, mais
seulement la derniere ligne, c¢’est-a-dire seulement la derniére colonne de la matrice des cofac-
teurs.
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5.3 Calcul du terme de précommande 7

y =(C+ DK)x+ Bnu

Soit Gys(p) = ((C+ DK)(pl, — A— BK)"'B+ D)n
Erreur statique nulle < G,¢(0) = 1 (gain statique unitaire en bf)

(S):{ Z. =(A+ BK)x+ Bnu

—1
1= (C+DKYA+BK)'B-D

Remarque : en cas de boucle mal posée (quand le dénominateur est nul), on peut mettre en
série du systeme de départ un filtre passe-bas.

5.4 Poursuite de trajectoire

| 2. =Ax+ Bu
(S)'{y =C.x + D.u

dM € K™ inversible tel que

0 1 0
M YAM = A, = A, = 1 M'B=RB, =
—Qag ... Ap—1 1
21
re= |1, x= Mz,
Zn

5.4.1 Forme canonique de commandabilité

. 0 1 0
21 21 .
= + : Uu
e 1 . 0
" —ady ... Ay —1 " 1
Posons a = [—ag . .. an_1], puis v(t) = —a’z.(t) + u(t), on obtient la forme de Brunowsky :
% =
N S
Zn

v

On parle aussi d'une chaine d’intégrateurs en cascade.
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5.4.2 Application au suivi de trajectoire

Soit y4(t) une trajetoire désirée en boucle fermée.
Si y(t) = z1(t) (par exemple), ...y™ (1) = 2" (1) = v,

soit e(t) = y(t) — ya(t) = z1(t) — ya(t), ..., €™ (E) = v(t) — y (1)
On pose

u(t) =y () + ks (0" 0@) — 5 V@) o+ (D @) — 95 () + koly — va)

ol les racines du polynéme caractéristique p"+k,,_1p" ' +kip+ko sont a partie réelle strictement
négative, alors

lim y(t) = ya(t)

t—o0

Enfin,
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6 Observateur

CF polycopié
6.1 Concept

(S) : & = Az + Bu, z(0)=1z9€R"
"My =Cx+ Du

Seul y est mesuré a chaque instant par un capteur.

L’observateur donne une estimation du vecteur d’état du systeme telle que :
Ve > 0, arbitrairement petit, 37" > 0 tel que

YVt > T, ||x(t) — z(t)]]| <€
But : faire la synthese du systeme (O) sous forme d’état, appelé observateur du systeme

(S).

6.2 Observateur asymptotique (extension de ’observateur de Luen-
berger)

Hypothese : systeme (S) observable

—‘ Définition

Un observateur asymptotique d’ordre n est donné par le modele d’état

= Ai+ Bu+ Ly —7), #(0)=iy€cR"

ol £ € R™ est le vecteur d’état quelconque de 1'observateur et L € R™*! est
le gain de l'observateur asymptotique. L(y — ) correspond a un terme de
correction, et €, = y — ¢ est appelé innovation.

But : calculer L € R™! tel que lim;_,o ||z(t) — 2(t)|]| =0
Soit €,(t) = x(t) — z(t) € R", on a
€,(t) = @(t) — 2(t) = Az(t) + Bu(t) — (Az(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t))
Or, y(t) = Cx(t) + Du(t) et y = C&(t) + Du(t), donc y — § = Ce,
(1) = (A= LC)eu (1)
€:(0) = z(0) — 2(0) = xy — @ avec x( inconnu et &, choisi arbitrairement par 1'utilisateur.

€x(t) = e(A*LC)t(aco — Ip)
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A — LC : dynamique d’observation.
Si les valeurs propres de A — LC sont a partie réelle strictement négative, alors

lime,(t) =0 ie lim 2(t) = 2(t)
t—o0

t—o00

Ainsi, on se donne un polynéme caractéristique désiré pour la dynamique d’observation
Ho()‘) = H?:l()\ - /\f)

avec {\;};=1.n auto-conjugué (stable par conjugaison) et Vj, Re(\;) < 0

n—1
IL,(A\) = A"+ Z%)\i, v € R
i=0

Soit L = [l l,—1]", le calcul de L s’appuie sur la résolution du systeme linéaire (de type

ML = b) issu de l'identification terme a terme des monémes de Py_rco () = det(Al,,—(A—LC))
avec ceux de II,(A).

Soit T € R™™ inversible tel que z(t) = T'z((t) conduit a la forme canonique d’observabilité,
c’est-a-dire avec )
—Ap—1 1

Zi‘[) — .
—Q 0 bO
| y(t) =[1 0.0z + Du

Or, # = At + Bu+ L(y — i) et § = C.
Posons g tel quel £ = Tz

Ty = AT#o+ Bu+ L(y — 9)
U =CTz+ Du

N fo = Aoto + Bou+ T 'L(y — 9)

oit Ay = T~VAT, By = T~'B,Cy = CT
Posons L =T71L = [l,,_y...Io]"

€ = (A—LCy)e,

—p1 =y 1
~ : 0
Calculons Ay — LCy = .

1
—ag — lo 0

Son polynome caractéristique est Py 7 (A) = A" + (Gn—1ln))N" " 4 ...+ (ag + lp) (déduit
de la forme de la matrice compagnon).

En identifiant terme a terme les monomes de I4(\) avec Pa_rc(A) : I =
en déduit L =TL.



7. MODELE D’ETAT D’UN SYSTEME ANALOGIQUE DISCRETISE PAR UN CNA-BOZ53

6.3 Correcteur par retour de sortie - Correcteur par retour d’état

sur 1’état reconstruit

(S) : &t =Ax+ Bu, z(0)=z9€R"
"y =Cx+ Du

Loi de commande par retour d’état et consigne :

u(t) = Kx(t) + ne(t)

ou x était supposé entierement mesurable.

©) {
u(t) = Ka(t) + ne(t)

Correcteur dynamique par retour de sortie avec la structure observateur - retour d’état sur

En pratique on utilisera

= Az + Bu+ L(y — )
=Cz+ Du

S e

I’état reconstruit.

& = A% + BK# +nBe + LC(x — &)
= (A+ BK — LO)i + LCx + nBE
=(A+ BK — LC)& + L(y — DK% — nDe) + nBe
— (A+ BK — LC — LDK)i + (B — LD)ne + Ly
= Kz + Kgee + Ly

u= Kz +ne+ 0y

Proposition (Principe de séparation)
La dynamique du systéme (3) bouclé au correcteur est donné par I'union
de :

e la dynamique de commande (valeurs propres de A + BK)

e la dynamique d’observation (valeurs propres de A — LC')

7 Modele d’état d’un systeme analogique discrétisé par
un CNA-BOZ

| onatpoz ™ (Z) VO AN

Xg
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Hypotheses : Pas d’erreur de quantification. Conversions synchrones periodique de période

T,
Pour (X) on a :
t
z(t) = e +/ e ARy (T)dr

0

Pour t = kT,
kT.
zy, = e ez + / eWTe=nA By () dr
0

Alors

kT, (k+1)T.
Tpyr = €7e4 (ekTeA:co +/ e(kTe’T)ABu(T)dT +/ €(kTeT)ABu(T)dT>
0 k

Te
~T.
Tpy1 = eled (xk - / e"ABukda)
0

Te
Tpy1 = eled x) +/ e““ Bdo uy,
Ag 0
Bg

De plus
yr = y(kT.) = Cx(kT.) + Du(kT,) = Cxy + Duy
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