UE421 - TD6 : Représentation d’état et commandabilité

TD6 : Représentation d’état et commandabilité

Exercice 1 :

Remarque : Avec ces notations on a : i; = —=C %
Lois des noeuds :

— =11 + 12
— i =13+ g
— i =g+ 13
— i4:iq+i2
Lois des mailles :

- R1i1 —Rgig—’l}:o
— R3ig+v— Ryig =0
Rliq + Riiz — Rois —v =0
Rsis +v — Ryio — R4iq =0
ou encore :
d
—R1C£ — v+ Ryig — Rois =0
d
R4C£ + vR3i3 — R4io =0

Posons A = R{R4s — R3R3 On a donc :

1 .
13 = Z(—(Tl + TQ)R4C/U - (R2 + R4)U)
1 .
iy = Z(_(RS + Ry)R1CO — (Ry + R3)v)
on a donc :
di . .
u = L% + Ryt + Rgig
di ) .
=L— — (R1 + R3)iz + Riig
dt
w4 (RiBsBs+ R\RyRa + RiRsRa+ RoRsR)C (R + Rs)(Ry + Ra)

dt A A

Or, @ =41 + 12 donc ¢ = i, + i3 + i, donc :

_ R+ R+ Rs+ Ry _ (R1R3 + 2R R4 + R2R4)O’0

i =—Cv A v 5

Z__(R1+R2)(R3+R4)1.)_ Ri+ Ry + Rs+ Ry

A A

On pose :

— a1 = RiRoR3 + RiRoRs + RiR3R4s + RoR3 Ry
— Qg = (R1 + RQ)(R,?, + R4)

— B = (Rl + R3)(R2 + R4)

— By =R1+ Ry+ Rs+ Ry

v
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On a alors :
yo Gl B
dt A A
_C. P
A A
Posons x1 =1 et xo = v :
U—L 1—%1‘.2—@I2
A A
OéQC,
l'lZ—TZ‘Q—ZIQ

On a donc le systeme matriciel suivant :
L — OZAL T _ 0 % X1 n 1 "
0 —ozk )"\ iy 1 B2 )\ 0

On en déduit alors pour 22€L —£ () I’équation d’état :
A

. oy B aife 1
€ o aslL A as LA Z1 T
)= 2 5 : +{ g )u
X9 — — = X9

OCQC

Sans oublier ’équation d’obeservation :

T2

2- Théoreme de caractérisation de la commandabilité :
On considere le systéme suivant :

(S) = &= Az + Bu x(0) =z9 € R?
ly=Cxz+ Du

(S) est commandable < rang[C(A,B)] = n (matrice de rang plein)
Ou C(AB) = (A°B AB A?B .. A"1B)eR™"

Remarque : on est en monovariable < det(C(A4, B)) # 0

On calcul donc :

=)

b
I
>

_ o 1 ai1fBs
042L OtQLA
A _ B2

CEQC (%)

b

=)
ool
Il

T axLC

]
042L2
__A
as LC
—-A

On a donc :

<
(

v (5)
<

o =

On calcul alors le determinant :

< RiRy — R2R3 7é 0

Remarque : si R; Ry = RoR3 le pont est équilibré et v(t) = 0 donc le systéme est non commandable.



UE421 - TD6 : Représentation d’état et commandabilité

Exercice 2 :

1-a)
“1-Xx 1 0
PN\ =det| -1 -3-Xx 0
1 1 —2-)
= (1= N(=3=N)(=2=A) +(=2—))
=(—2-A)(+3+A+3A+ A+ 1)
3

(=2-X)
1-b) Ag = —2 vecteur propre triple

1-¢) Cherchons les vecteurs propres vérifiant AX = AX :

—x1 + 22 = —2x1
—x1—3r9 =219 - x1+22=0
1+ 29 —3x3 = —213
On choisit donc x3 quelconque et 1 = —x9 ce qui correspond a un sous espace propre de dimension 2 et :
1 0
Ker{\o¥s — A} = Vect -11],[0
0 1

La dimension de ce sous espace propre est 2 < 3 donc A est non diagonalisable.
On a donc deux blocs de Jordan car la multiplicité des valeurs propres de 2 :

XM 1 0 XM 0 0
J=10 X O Joualors | 0 X 1 | =J
0 0 X 0 0 Xo

Le but maintenant est de trouver un 3eme vecteur pour compléter la bases de vecteurs propres et avoir
V = (v1 vy v3z) tel que VLAV = J, avec J 'une des deux matrices contenant un bloc de Jordan.
En posant AV =VJon a:

(A’Ul AUQ A’Ug) = ()\0’1}1 )\0’()2 Vg + )\0’1}3)
et on obtient le systéme :

Avl /\01}1
A’UQ = )\0'[)2
Avs V9 + AgUs

on obtient donc en particulier pour le vecteur vs :

1 1 0 0
-1 -1 0 V3 = 0
1 1 0 1

On constate qu’il n’est pas possible de déterminer vs de cette fagon, on cherche donc a prendrea la place de
Vg, U3 = avy + Bug de sorte & avoir Ava = Aoz (ce qui reste vrai car on prend une combinaison liéaire de 2
vecteur propre du ker) et surtout (A — A\gl¥3)vs = ¥2. On a donc :

1 1 0 1 0
-1 -1 0 Jvs=a| -1 |+5(0
1 1 0 0 1
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avec, f=a=1

1
W= | -1
1
on résoud alors pour trouver vs :
V3 =
on a donc finalement trouvé V :
1 1 0
V=1|-1-11
0 1 1
2 1 -1
Vviie|-1 -1 1
1 1 0
-2 0 0
J=v1iAav=|0 -2 1
0o 0 -2

On a bien une matrice diagonale par bloc avec un bloc de Jordan. On pose & € R3, = V¢, et on a le
systeme :

{¢:Ax+Bu zo € R? _>{£:J§+VlBu = J¢+ Bu

y=Cz+ Du y=CVé+Du =C&+ Du
avec,
-1
B=1|1
C=(010)
D=0
2-

Non commandable.



