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Chapitre 1

Echantillonnage des signaux et
transformée en z

1 Introduction : positionnement du probleme

On va s’intéresser aux signaux analogiques vus comme des fonctions réelles

z:teR—z(t)eR

Les processus évoluent contintiment dans le temps.

c(t) ¢ u(t) . |u()
— Structure de commande Systeme

FIGURE 1.1 — Asservissement analogique

La loi de commande est alors :
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Problématique Il faut alors évaluer u(t) et le mettre en ceuvre de maniére analogique et/ou
bon moment. Pour cela, il est nécessaire de calculer en temps réels et d’adapter u(t).

La solution est d’exploiter un calculateur numérique couplé a de I’électronique numérique
pour implémenter la loi de commande. Par exemple :

— ordinateur a base de microprocesseurs cadencés par une horloge interne

— micro-controleurs

— DSP (Digital Signal Processing, puce a usage spécifique, non modifiable)

— Arduino

L’information est transmise par des signaux binaires eux-mémes étant des signaux numériques.
Cette information ne transporte pas I’énergie nécessaire pour controler le processus, mais seule-
ment la loi de commande.

Les signaux numériques évoluent de maniere discrete a des instants régulierement espacés
par un intervalle de temps donné par la période de I'horloge T}, = f—lh

On pose 'hypothese que T}, est constante donc les différents instants correspondent a k.T},
ou ke N.
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Définition
Le signal numérique uy, est défini comme une suite numérique :

N—-R
k’l—>Uk

Calculateurs numériques

Ils servent a implémenter les lois de commande, c’est-a-dire les regles mathématiques d’évolution
des signaux.

€k . U u(t) . o |y®)
—| Calculateur numérique CNA Systeme analogique

CAN

FIGURE 1.2 — Interfacage Numérique / Analogique

Remarque :
CAN : Convertisseur Analogique Numérique
CNA : Convertisseur Numérique Analogique

L’horloge permet le fonctionnement synchrone des différents composants de la structure de
I’asservissement numérique.

2 Modélisation des signaux échantillonnés

Echantillonnage

Définition. Un échantillonnage idéal a la période d’échantillonnage T, est représenté par :

Te
t

ult) e ut®)

FIGURE 1.3 — Echantillonnage idéal

Peigne de Dirac

Définition. On définit le peigne de Dirac par :

p(t) = do(t — k.T.)

kEN
On peut donc réécerire I'expression de I’échantillonnage :

6
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RERREEEEN

FIGURE 1.4 — Peigne de Dirac et échantillonnage d’un signal

u*(t) = u(t)-p(t)
= ’U,(t)ao(t — k‘.Te>

keN
= > u(kT.)do(t — k.T.)
keN
u*(t) = Z ugdo(t — k.Tp)
keN

3 Transformée en z et lien avec Fourier / Laplace

Soit f(¢) un signal.
Transformée de Laplace : L{f(t)} = / f(t)e Ptdt
0

Signal échantilloné : f*(t) = > frbo(t — kT.)
keN

On calcule la transformée de Laplace du signal échantillonné :

F(p) = L{f"(t)}
_ /0 S” Fudo(t — KT,)e "7t

keN

= / Z fkeikTep(So(t — kTe)dt
0

keN

-3 et

keN

Frp) =3 fule T0)

keN

T

En notant z = e*<P, on obtient

|F(2) = F*(p)|=erer
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Transformée en 2z

Définition. On définit la transformée en z du signal numérique fy :

o)
FE) =3 for am o
k=0

On note F(z) = Z{fx}
Propriété. La transformée en z est linéaire :
Z{ouy + Bfr} = alU(z) + BF(2)
Si R, et Ry sont les rayons de convergence de U(z) et de F(z), alors

Raquﬁf = maX{Ru, Rf}

Produit de convolution

Définition. On définit le produit de convolution entre deux signaux ug et fr :

o0

ug * f, = Z Un fre—n

n=—oo

o0
E Up fe—n pour u et f causauz

n=0

Z{ug * fr} = U(2).F(2)

Théoréemes importants

Théoréme (Théoreme d’avance). Théoréme (Théoréme du retard).
d—1

Z{upsaaen-} = 20 (2) — 24> uiz™ Z{up—gjaen-} = 27U (2)
i=0

Théoréme (Théoreme de la sommation).

n

Théoréme (Théoréme de la valeur initiale).

lim u, = lim U(z)
k—0 zZ—00

Théoréme (Théoreme de la valeur finale).

z—1

U(z)

lim u, = lim
k—o0 z—1

z—1

Cette limite est définie lorsque les poles de =

U(z) sont a Uintérieur du cercle de rayon 1.

Propriété (Multiplication par le temps). Soit z(t) = te(t).

x*(nT,) =z, = nTee,
OE(2)

X(2) = Zlw) =~
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Lien avec la transformée de Fourier

On peut considérer le peigne de Dirac p(t) comme une fonction T-périodique, donc on peut
la décomposer en série de Fourier :

pt) = Gt —nT)= > cpel

n=0 k=—oc0
/Te/2 i o 1
ou ¢, = Op(t —nT)e 7 Te )dt = ... = —
_Te/2(n:0 ol T
Ainsi,
. - ke
FO=fmpt) =7 > fle T
€ k=—o0
. I Camke
Fp) == [ (> f)e? 5 )e P at
e J0 k=—o

Le spectre de f*(t) est périodique en fréquence, de période QT—’T

[F(jw)

|
us s us s
-4, 27 27, A7
w

FI1GURE 1.5 — Exemple d’un spectre périodique

Reconstitution d’un signal
Théoréme. Un signal analogique f(t) dont la transformée de Fourier est nulle a lextérieur de

Uintervalle [—wo, wo], wo > 0, est parfaitement défini par ses échantillons fi, = f(kT.) si

1
F, = T vérifie we > 2wq : Condition de Shannon

Dans ce cas, on peut reconstituer le signal :

f) = Z fksinc(we#)

k=—o00
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Preuve : a base de développement en série de Fourier.

Remarque : la méthode de reconstruction de f(t) n’est pas causale car elle suppose de connaitre
le signal a tout instant. En pratique, on préfere utiliser un CNA pour des applications en temps
réel.

4 Transformée en z inverse

Soit F(z) : C — C une fraction rationnelle propre (degré du numérateur < degré du
dénominateur).

Problématique
Déterminer les échantillons (f)ren tel que

F(2) = Z{(fx)ren} = kaz*k

k=0

4.1 Meéthode par décomposition en éléments simples

On applique cette méthode a @ plutot qu’a F(z), en utilisant les transformées usuelles.

Cas ou F(z) posséde des péles distincts non nuls

Fs) —
(2) (z—=p1)-..(z—Dpn)
z z2(z=p1)...(z — pn)
_ G G
oz Z—=D1
& —Di
F(z) = Co+ —— 4 ... ott Cop = F(0) et C; = lim —LLF(z)
z—p1 z=pi 2
De plus, on a
1, Gz k S
Z=H{———}=Cjpj pouri<j<n
Z—Pj
Exemple :
z+3
W) = 12
)= ee
Décomposition en éléments simples
Wi(z) z+3 B _37/2 4/3 1/6
z  zz—=1)(z+2) =z z—1 z+42
3 4 =z 1 z
W)= 242~ 2
e A P g,
3 4 1
=—2-4 —+ 2 (-2)"1
Wy B) k+(3+6( ) ) k

Cas ol F(z) posséde un pdle multiple non nul, de multiplicité 1 supérieure ou égale
al
Ciz Cyz Ciz
+—+..+ ;
z—p (2—p) (z—p)

W(z)=..+

10
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On a alors, Vj =0,1,...,1 —1

o i LP W)
-y = I (5 —55—)

z 1
Gl - -

Exemple dans le poly.

zZ Y k(k—1)..(k—1+2)p"F 1 k>0

Cas d’un poéle nul, de multiplicité 1 supérieure ou égale a 1

iz C
W(z):...+co+71z+zij+...

On a alors, Vj =0,1,...,1

Remarque :
> 1 N 0o
_ s —1\k _ k_—k
z—D_1—Dz—1_N1§nookZ_o(Z D) _I;JDZ

On en déduit facilement que Z~'{_~25} = D*

4.2 Meéthode des résidus

Méthode non exigée, voir polycopié

5 Modélisation des CAN et CNA

5.1 Convertisseur analogique numérique

Problématique :
y(t) — = Yk

1. Echantillonnage : (discrétisation de I’axe des abscisses)
on échantillonne sur les instants k7T,
2. Quantification du signal : (discrétisation de I'axe des ordonnées)

On a q = #MAXZEMIN - avec n le nombre de bits de codages, indiquant le qualité, la
précision du convertisseur.

1

FIGURE 1.6 — Discrétisation et échantillonnage

11
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La limitation d’amplitude est source de saturation du signal échantillonné. La quantification
génere un bruit sur le signal en sortie du CAN (appelé bruit de quantification). Ce bruit peut
étre modélisé par une variable aléatoire de moyenne nulle, de répartition uniforme et de variance
donnée par ¢*/12.

Dans le cadre de ce cours, on fera I’hypotheése que la quantification ne génere pas de bruit
de quantification. Il n’y auras pas non plus de saturation : on parle de numérisation parfaite.

Remarque : ces opérations induisent également des retards de 'information.

Conséquence : en amont du CAN, on place un FAR! , un filtre analogique passe-bas.

Convertisseur Numérique Analogique

Problématique : transformer un échantillon numérique en signal analogique défini V¢.
Challenge théorique : quel comportement entre (k — 1)7T, et kT..
Idée : extrapolation des échantillons entre 2 instants d’échantillonnage.

Cas du Bloqueur d’Ordre Zéro DBy(p) fonction de transfert du filtre réalisant le BOZ.
bo(t) = 15 (t) — 15 (t — T¢)

Donc par transformée de Laplace inverse,

1. Filte anti-repliement de spectre

12



Chapitre 2

Fonctions de transfert en z

Rappel : filtre analogique linéaire

t) - — s(t)
s(t) = g(t) * e(t)
S(p) = G(p)E(p)

1 Premieres propriétés

Théoreme. Si on applique un échantillonnage en entrée de e(t),
s(t) = g(t) = e*(t)
1. s*(t) = g*(t) x e*(t) ou g*(t) est I’échantillonnage de g(t)

n
2. Sp = gn * €p = Zk:() In—k€k

Preuve:
1. .
g (1) + " (t) = / g (t = T)e" (r)dr =
2.
s*(t) = s(t)i (t — kT,) Zskéo (t — kT,)
k=0

Or, s(t) = [~ g(t — 7)e*(7)dr avec e*(t) = Y12 exdo(t — kTe)

donc s(t) = /Ooog(t - T)(Z exdo(T — kT.))dr

k=0
= Zek / g(t — 7)o (T — kT, )dr
k=0 70
= Z ekg(t - kTe)
k=0

nT.) = exg((n—k)To) =D ergni
k=0 k=0

Application : Discrétisation d’un systeme analogique avec CNA + BOZ
Hypothese : Synchronisation des convertisseurs

Uk —>—>y;€

13
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u(t t
5 ONA, BOZ ) G(p) v | oan

FIGURE 2.1 — Discrétisation d’un systeme analogique

Fonction de transfert pour asservissement numérique

On cherche & déterminer la fonction de transfert H(z) = (}:((ZZ)) de l’asservissement numérique

suivant :

AP u*(t) Bo(y) o) y(p) CAN y*(t)

FIGURE 2.2 — Asservissement numérique

Théoréme.

Preuve:

Y (p) = Bo(p)G(p)U" (p)

~ (- e

On pose G(p) = %

Y(p) = G(p)U*(p) — G(p)U* (p)e~ ¥
Avec Y(P) = é(p)U*(p), par transformation inverse de Laplace,
gt) = g(t) = u™(t)

Yn = Jn * Un

O

Remarque : comment choisir T, ? Tout systeme physique peut étre représenté par un filtre
passe-bas :

Regle empirique : 6f. < fo < 24f.

Propriétés des systemes discrétisés

1. Un systeme analogique linéaire reste linéaire apres discrétisation.
2. L’ordre du systéeme est conservé.

3. Les poles du systeme discrétisé pg sont liés aux poles du systeme analogique p, = e’ePe
(cela vient de z = e*P). Attention, c’est faux pour les zéros!

4. La discrétisation d’une association en série n’est pas identique a la mise en série des
discrétisés.

14
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2 Obtention d’une fonction de transfert en z a partir d’une
équation récurrente

AnYkgn + oo + Q1Yky1 + A0Yk = DUk ym + ... + brugy1 + boug
avec a;,b; € R,a, #0

Par causalité, on a n > m.

Rappel : Théoreme d’avance

d—1

Z[Upydjaen+] = 24U (z) — 24 Z iz
=0

On applique la transformée en z & (EQ,,) = anYk+n + ... + G1Yg+1 + QoYK

AnYk+n an2"Y (2) —an[yo---Yn—1][z"...2]"
FUn—1Yk+N-1 +an,_ 12" Y (2)  —an_1[0,v0.-Yn_2][z"...2]T
- TZ — .

+a1Yk+1 +a12" Y (2) —a1[0, ..., 0, yo][2"...2]T
+aoyk +apzY (2)

TZ(EQn) = Lo w)Y(2) —CI,(2)

On fait de méme avec (EQu) = bmUktm + ... + b1ugs1 + boug.
Conditions initiales données : les yi, k =0,....,n — L et ug, k =0,...,m —1

n—1 j

Cly(z Z Zan Wi—j)z" 7
7=0 =0
m—1 J

CIU = me 1w — ] —J
7=0 [1=0

Ainsi, en posant

Zalz et B(z Zblz

A(2)Y (2) = CIy(z) = B(2)U(z) — Clu(z)

B(z) () Cly(z) — Clu(z)
A(z) A(z)

Y(z) =

On pose G(z) = %7 appelée fonction de transfert du systeme.

CI(z)
A(z)
ou CI(z) = Cly(z) — Clu(z)
)

A CI nulles, Y (2) = G(2)U(2)

Y(z) =G()U(z2) +

Définitions

Les poles (zéros) du systeéme sont les racines de A(z) (B(z)).

Le gain statique (si défini) est lim,_,o G(z).

Lorsqu’il n’y a plus de simplifications possibles entre pdles et zéros dans G(z), on parle de
fonction de transfert minimale. Alors, le degré de A(z) désigne l'ordre du systéme.

15
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3 Réponse temporelle de systeme a temps discret

On considere le systéme a temps discret :

U — — Yk
B(z)

1 et A(z) = Zalzl,B(z) = Zblzl
() = =

G(z) =

3.1 Calcul a partir de la relation de récurrence

On effectue un changement de variable muet pour exprimer y; en fonction des instants
précédents.
AnYk+n + o+ QYk+1 + A0Yk = bnUksm + . + b1ug1 + boug

Yk = —An—1Yk—1 — - — 01 Yk—n+1 — GYk—n + OmUktm—n + .. + D1Ug—p41 + boUp—p

Intérét : pratique pour le calcul en temps réel (simulation, implantation systémes embarqués...).
Les CI y_1,y_o... sont a préciser

3.2 Calcul a partir de la fonction de transfert

Si les CI sont nulles :

Y(2) =G(2)U(z)
ye = 27 [G(2)U(2)]

Y (z)

En pratique, on effectue une décomposition en éléments simples de —= et on applique Z 1] a

Y (z) en utilisant le tableau des transformées en z usuelles.

Exemple :

On cherche la réponse impulsionnelle (uy = dy) de

1

R ERr )

On effectue la décomposition en éléments simples de Y&

Y(z) 1

2z z2(z—1)(z—2)

1 1 1
2: 3z -1) 2(z-2
1 1 =z 1 =z

Y(z)==—= -
(B)=5-57 17372
1.1
U =50k + 528 1

SI les CI non nulles et connues :

Cly(z) — Clu(z)
A(z)
Cly(z) — Clu(z)
A(z)

Y(z) =G()U(z) +

yk = Z7G(2)U(2) + ]

16
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3.3 Par décomposition modale

anz™ + ... +ag  A(2)

K(z—21)* (2 — 29)*?...(2 — z,)*r 1 "
= (Z Zl) (Z Z2) (Z i ) avec Z Vi =N, Z a; =m
(2 =p1)" (2 — p2)72...(2 — pg) e - -

G(z) =

7, est la multiplicité algébrique du pole p; € C.
a; est la multiplicité algébrique du zéro z; € C
Avec 'hypothese a, = 1, A(z) est un polynome appelé Monique.

quelconque, de poles 71, ..., 7y
z z

V() _GEUE) Gy

d’ott Y(2) = Y(0) + Z Gi(2) + Z Ui(2)

i=1

Remarque : U(z) influence la décomposition de G(z) et vice-verse.

GZ(Z) = Z ( Gz

= (z=p;)
i = 27 [Gi(2)]
= (co+ 1k + ..+ ey KTk = P;(k)p¥
gi,, correspond a I’évolution de la sortie y;, due au pole p; : mode p;.

La sortie yy est construite a partir de la contribution de chaque mode (et du type d’entrée)

v = YO)5+ > g0+ 271> Ui(2)
=1

i=1

ol
>0, g, est excitation des modes par l'entrée yj,
Z7>7 Ui(2)] le régime forcé par ug,

=

Mode réel

— |pi| < 1= P;(k)pF —o 0 : mode convergent
— |pil > 1 = P;(k)pF divergence exponentielle
— |pi| = LetP;(k) = ¢ constant — mode entretenu (ni convergence, ni divergence)
— |pil =1 ety > 1, Pi(k)p* — divergence polynomiale
— Si p; > 0 alors PZ-(k)pifc tend a étre du méme signe : mode apériodique
— Si p; <0 alors Pi(k)p¥ = (=1)%|p;|* P;(k) change de signe en fonction de la parité de
k : mode oscillant
— Sip; =0 — P;(k)p¥ = 0Vk > 1 : mode & réponse pile
Remarque : un podle discret nul p; = 0 possede un équivalent en temps continu a partie réelle
infiniment négative :

p; = eTePoz‘ :0<:>p2 — —00

Mode complexe
A un pole p; complexe correspond son conjugué p; :
P, (k)pf + Py, (k)i = ... = P(k)pk sin(k0; + ¢

ou p; = piejei et ¢ dépend du contexte.

17
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— |pi| = pi > 1 : divergence

— |pi| = pi < 1: convergence en p¥

— Ipl=pi=1
— si multiplicité de p; = 1 : mode entretenu
— si multiplicité de p; > 1 : divergence

— 0; # 0 oscillation a la fréquence 6

4 Stabilité

Définition (Stabilité EBSB). Un systéme discret est stable au sens EBSB si pour toute entrée
uy, bornée, yi reste bornée.

Théoréme (Stabilité et réponse impulsionnelle). Un systéme est stable au sens EBSB si et
seulement si sa réponse impulsionnelle est absolument sommable, c’est-a-dire Y oo |gx] < 00
Théoreme : stabilité et poles

Théoréme (Stabilité et poles). Un systéeme discret est stable au sens EBSB si el seulement si
tous les poles de sa fonction de transfert en z sont o Uintérieur du cercle unité (strictement, pas
sur le cercle).

Remarque : cela suppose le calcul des poles de G(z) = %

Im

M-
/.

o\ i
Rar

FIGURE 2.3 — Allure de la réponse temporelle en fonction de la position des poles dans le plan z

Critere de Jury

A savoir utiliser, voir polycopié.
Critere de Routh-Hurwitz
A connaitre par coeur, voir polycopié.

Rappel : En temps continu, le critere de Routh-Hurwitz permet de déterminer le nombre de
racines instables de ’équation caractéristique, c’est-a-dire a partie réelle strictement positive.

Transformation en w :

1
:ﬂ7 w1
1—w
z—1
=" ~1
w et z #

Cette transformation transforme le disque unité du plan en z, en le demi-plan ouvert gauche
du plan en w.

18
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Cette transformation étant bijective, on 1'utilise pour appliquer le critere de Routh au po-
lynéme en la variable w.

Critere de stabilité de Schur-Cohn

Non exigible, voir polycopié.

Critere de stabilité de Nyquist

A connaitre par coeur, voir polycopié.

19
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Chapitre 3

Calcul de correcteurs en temps
discret

1 Le correcteur PID Proportionnel - Intégral - Dérivée

)

0 u(t)

Lo |50

Kenill

FIGURE 3.1 — Correcteur PID

Le PID se traduit donc théoriquement par :

1

C(p) = K,(1 T,
(p) = Kp(1+ 7o " ap)
En pratique, on considere plutot :
1 po
Clp) =K
) = Kol + 70+ 70)

ou € < 15*%, avec N >> 10
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Avec t = kT, up, = u(kT,), e = e(kTe)

U = Kp€k +

kT,
€k — €k—1
Tf /0 e(r)dr + KpTdiTe

kT k
Or, / e(r)dr =~ Z ;T
0 =

k

K,T. K,T.

ur = Kpep + ; E € + ; (ex —€ex—1) (1)
1 ]:0 K3

ou K,,,T;, Ty sont trois parametres a ajuster pour garantir stabilité en performances en boucle
fermée.

Soit U(z) = Z[ug), () = Z|ex]

U() = ylele) + 35 —ree) + 720 = = ez)
dow C(z) = (ej((j)) = K,(1+ ; “+ %(1 —

Remarque : la loi de commande (1) n’est pas appropriée pour une implémentation en temps
réel, car le terme Z?:o €; est difficile & manipuler.

On s’intéresse donc plutoét a :

K,T, K,T,
U — U1 = Kp(Ek — Ekfl) —+ P €L + p-d (Ek —2€p_1+ Gk,Q)
T; T,
Méthodes de réglage du PID :
— méthodes graphiques, réglage des marges de gain et de phase, bande passante, ..., sur le

diagramme de Bode
— méthodes empiriques, mais la méthode de Takahashi!' ne s’applique ni aux systemes
instables, ni aux systemes oscillants.

Les effets des composantes P, I et D sont similaires a ceux dans le cas analogique.

— laction P augmente la bande passante, donc la rapidité du systeme, mais dégrade la
stabilité. Une amplitude de commande élevée conduit alors a une saturation.

— D’action I augmente la précision, dégrade la rapidité et la stabilité. Elle est peu robuste
aux perturbations basses fréquences (une perturbation constante sera intégrée).

— laction D augmente la rapidité et la bande passante. Elle permet d’améliorer les marges
de stabilité mais amplifie les bruits hautes fréquences (notamment les bruits de capteurs)

Conclusion : il faudra combiner judicieusement ces actions en fonction du systeme, des cap-
teurs et des performances requises.

1. A savoir appliquer, voir polycopié
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2 Transposition des méthodes analogiques

2.1 Approximation du BOZ par un retard équivalent
On rappelle 'expression de la fonction de transfert du BOZ :
1 —e7 1P

p
e’%p(e%p - e*%p)

Donc | By(p) = Tee™ 2P

2.2 Approximation de Padé pour les retards

Cette approximation repose sur le développement de Taylor du terme de retard exponentiel.
Elle fournit une fraction rationnelle causale.

A Tordre 1,
_Tep T
e~ Ter — ¢ ; T2p
et =P 1+ 5P
A TPordre 2,
T, T2
B Y e v

Application au BOZ :

Conséquence : on peut donc appliquer les résultats des systéemes analogiques sur le systéme
équivalent obtenu.

2.3 Correction numérique obtenue par discrétisation approchée d’un
correcteur continu

Approximation de 'opérateur intégral

x(t) = /Ot e(r)dr

kT,
xp = x(kT.) = /0 e(r)dr

k

T = Z e;T,

J=0

Approximation d’Euler arriere

dt T,
1—271
PE(p) =+ E(2)
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z—1
2T,

Approximation d’Euler avant

de(t)  ery1—ep

dt T,
z—1
FE(p) = FE
PE(p) = “—E(3)
_2—1
p= T,

Approximation de Tustin

1
T — Th—1 = 5(61@ +ep—1)Te

(1—=)X(z) = 1+ )E)

T.1+ 271
X(z) = ?el_z,lE(Z)
T.z+1
= — E

5217

D’ou

_ 2 z2—1
P=7

Remarque : semblable a la transformation en w.
Remarque : les approximations de p induisent des distorsions fréquentielles.
Exemple : correcteur continu Re(p)

Ru() = Re(p)lpe . =

Te z+1
Réponse fréquentielle : z = eler, p = jw

. 2 jTow — 1
Ra(e’"*) = Ro(= 52—
ale”™) = Re(m o 7
JTew — 1 . T.
Joe T gt e
JTow + 1 jtan(Zw)

, 2 T
Ry(eTev) = RC(‘]ﬁ tan(")w)

2 T,
= R.(jw) ou w = — tan(—w
() 0t & = - tan( )
w est une "pseudo-pulsation” qui varie de 0 & +o0 lorsque w varie de 0 a 7. Cela correspond
a une distorsion de I’échelle fréquentielle.
Approximation de Tustin adaptée & la pulsation w,
On voudrait que Ry(e’*<T¢) = R.(jw,), alors

- We z—1
P tan(2sf=) 2 + 1
. We .
Re(j— 7)) = Re(jwe)
tan( 25

Approximation par correspondance pole-zéro
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Exemple :
p+a
R.(p) =
(p) P
z = eleP
z—e Tea
R = e
d(z) - _ efTeba
Cain statique = lim Ra(2) = a—C o — lim Ru(p) = °
ain statique : sz1 da(z _al—e—Teb —,}E}) c\P) = b
al— e Tea
TP e Teb

En résumé, on construit Rq(z) avec la méme structure que R.(p) en temres de zéros, pdles
et gain statique. Précaution & prendre lorsque le degré du numérateur de R.(p) est inférieur au
degré du dénominateur de R.(p) (i.e. R.(p) strictement propre)

Exemple :

. p+a
e P Y
(z+1)(z — e Te2)

Ra(p) = (z — o—Teb)(z—eTee)

Ra(1) = Re(0) = a = ...

Le terme (z+1) est ajouté pour permettre d’avoir le méme gain de R4(z) \Z:eﬂe 7z = Re(jw)|wooo
(correspondance du gain haute fréquence).

En conclusion, le choix d’une approximation dépend beaucoup des caractéristiques (zéros,
ordre,...) du systéme.
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A savoir pour le partiel

Transformées en z et ses propriétés

Tous les résultats sur les filtres linéaires numériques

Méthode d’obtention des transformées en z d’un systeme discrétisé

Définitions stabilité, critéres algébriques pour la caractériser (connaitre Routh-Hurwitz,
savoir appliquer Jury)

Réglage d’un correcteur PID analogique, savoir passer en TD (Euler, Tustin, méthode de
correspondance pour le zéro)

Transformation en w

Correcteur RST

Regle des retards relatifs

Regles de rejet de la perturbation, conséquence sur le polyndéme R

Etre en mesure de déterminer les degrés de polynémes R et S pour résoudre un probleme :
technique de simplification de péles / zéros, introduction de polynéme auxiliaire
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Chapitre 4

Commande dans ’espace d’état

1 Concept du modele d’état

1.1 Définitions

Soit un systeme X, a temps continu, linéaire ou non :

u—>—>y

u(t) € R™ commande
y(t) € RP sortie mesurée
x(t) € R™ vecteur d’état, et ses composantes x;(t) € R variables d’état

On appelle équation d’état du systeme (X) :

f R xR™ x Ry — R™ : champs de vecteurs, relation non linéaire en z,u, t.
xo = z(0) € R™ : vecteur des conditions initiales.
x(t) contient des grandeurs physiques ou non.

On appelle équation d’observation du systeme (X) :
y(t) = h(z(t),u(t),t) (équation algébrique)
Un modele d’état est composé d’une équation d’état et d’'une équation d’observation :

Bt) = fal),ult),t), w0 = 2(0)
(E){ y(t) = hlat),u(t), )

Dans le cas discret :

) Tht1 ifd(xmwc,k% zo = x(0)
Y = hq(k, uk, k)

ukERm—>—>yk€R”

x € R™ vecteur de suites numériques

Systémes stationnaires : on peut simplifier comme suit :

Continu : Discret :
i(t) = f(z(t),u?), zo=x(0) Tppr = fa(@e,ur), w0 =x(0)
y(t) = h(z(t),u(?)) e = halze,ug)
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Systémes linéaires stationnaires : on a alors :

Continu : Discret :
@(t) = Ax(t)+ Bu(t), zo=z(0) Try1 = Aaxi + Baug, w0 = x(0)
y(t) = Cx(t) + Du(t)) Yk = Caxy, + Dquy,

A, Ag € R™™ matrices d’évolution

B, By € R™*™ matrices d’application de I'entrée commande u
C,C4 € RP*™ matrices d’observation

D, Dy € RP*™ matrices de transmission directe

Remarque Systémes linéaires variant dans le temps :

Continu : Discret :
z(t) = A@)xz(t) + B(t)u(t), =xo=x(0) Tpr1 = Ag(k)xg + Ba(k)ug, zo = z(0)
y(t) =C@)z(t)+ D(t)u(t)) Yk = Cq(k)xr, + Da(k)ug

Schéma-bloc : cas linéaire stationnaire
Insérer schéma bloc

Cadre du cours : systemes linéaires, stationnaires, SISO (mono-entrée, mono-sortie).
Deplus,ue R (m=1),yeR (p=1).

1.2 Quelques exemples
Robot manipulateur a 1 bras

PFED : équation de mouvement
JO(t) = Con(t) + Cy (1)
Jb = C(t) — gmgcosﬂ

On pose Cy, (t) = u(t)

i(t) = %u(t) - ”;f]]L cos(0(t)

0 _ ()
(t) = [ iit) ] l — L cos(6(t)) 1 ' l

Cas d’un robot a n liaisons en série, n-actionné

On a donc :

= O
.
<
—
~
=

M(q)i+C(g,9)q+ Di+glq) =7

01(t) (1)
q(t) = eER", 1= .
On(t) T (t)
M(q) = M(q)T € R™"™ matrice d’inertie, définie positive
C(q,9)q e R forces centrifuges et de Coriolis
g(q) = aggq) eR" énergie potentielle totale due a la gravité
Dq frottements visqueux dans les liaisons
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L .
B+
R
v " —c \/
u(t)] Lip
t
2ty = | 1 | e gen
q(t)
[0 itt) L[
g(t) ~M~Y(q)C(q,9)¢ — M~'Dg— M~*(q)g(q) M
Circuit avec diode a effet tunnel
Lois de Kirchoff :
Noeud A : i, =i¢c +ip = h(vp) +ve
dv .
= CTtD =15 — h(?)D)
di
Maille 1 : u(t) — Rip(t) — L% —ve(t) =0
di
= Rig, +L% +vp = u(t)
Maille 2 : ve(t) = vp(t)
z(t) = l ‘ ] = [ o € R?, 2 variables d’état
UpD T2
YT I T R O I B
j,‘g 67’[‘ —%h(l}D) 0

1.3 Quelques propriétés de base, valables & temps continu ou discret
Non-unicité d’un modele d’état

Cas continu :

Soit T' € R™*™ inversible.
Soit z(t) € R™ tel que
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{ Ti(t) = AT(t) + Buf(t)

y(t) = CTz(t) + Du(t))
t) =T 1ATz(t) + T~ Bu(t) P
{ y  =CTx(t)+ Du(t) #H0) =T
:(t) = Az(t) + Bz(t)
Yy = Cz(t) + Du(t)

D est invariant par changement de coordonnées régulier (z(t) = T'2(t))
Il existe une infinité de modeles d’état pour un méme systeéme (linéaire et stationnaire).

Remarque voir plus bas quelques changement de coordonnées vers des formes d’état cano-

niques.

1.4 Modele d’état pour quelques associations de systéemes (TD1)
Soient

o1 = Aix1 + Biug
(S1)
y1 = Ciz1 + Dy

Lo = Aoxo + Bauy
(S2)
y2 = Coxo + Dauy

Association en série (schéma)

2 Solution de I’équation d’état

2.1 Exponentiel d’une matrice
Définition. Soit K=R ou C.

k!
k=0

VA € K™ 4 ¢ KM et e =

On admet la convergence de la série.

Remarque e%xn =1,
Propriété.

1
e = lim (1, + EA)’“

k—o0
(eA)T — AT
e? inversible et (e?)”
Si A = diag(Ag) ot Ay € KX ji=1.. k, e? = diag(e?*)
Soit X inversible € Knxn, eXAX ™' — xeAx -1

Si A, B € K™*™ sont similaires e et e® sont similaires aussi

1 A

= e

Si A, B € K™*™ sont similaires et unitaires e?* et €® le sont aussi

Si A est hermitienne (A = ZT) alors e est définie positive

o NS O o o~

Si A est anti-hermitienne, alors e est unitaire

©

Si A est normale (AA* = A*A), alors e? est normale aussi
Propriété.
dett

T Aett = ¢et4 A

teR,
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Démonstration.
tA _ k
€ = EA
k=0
deAt B i oo L K i tk‘fl A
dt dt k! (k—1)!
0 k=1
— " tA
= A A = A
; k—1)! ¢

Propriété. Soient A, B € K"*"
1.

Vit e Ry, AB=BA& eletB = A+H)

si AB = BA, alors eAT8 = ¢4eP = ¢BeA

Théoréme Soit A € K="

n—1
et = "W(t)A*, VteR
k=0

1
et = — [ (21, — A)"tet¥dz
27'['] e}

ot C' est un contour fermé du plan complexe contenant Spec(A) (valeurs propres de A)

Soit P4 le polynome caractéristique de A
Pa(s) = det(sl, — A) =s" +a,_15" ' +..+a1s+ap, a; €ER,j=0.n—1
On montre que

sPXﬁH)(S) = PXC)(S) —ap, k=0,..n—1 avec Péo)(s) = Py(s) et Pén)(s) =
1 ngk+1)(2)

= — edz
2mj Jo PP (2)

W (t)

On montre que Vk =0,1..n—1et t >0
\I/](Cn) (t) + an_1W;n71)(t) + ...+ Cll\I/](CO) (t) + ao\I/k(t) =0

avec Vk,l =0.n—1,k#1,ona \I@@(O) = Ol

Théoréme Soit A € K"*" et Wy(¢)...V,,_1(t) définis précédemment.
Alors Vs € C\ Spec(A),

Llet] = / e stetdt = (s1, — A)7?
0

On appelle (s1,, — A)~! résolvante de A.
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De plus,
Uy (s) = L[Wk(H)]k=0..n1
)

Ic+1 S)
Pi’”(s)
(ply — A)~" = L[]

n—1

= Z ‘I;k(S)Ak

k=0

2.2 Cas analogique

(9): & = Ax+ Bu, z(0)=uz9€R"
‘| v =Cxz+ Du

¢
x(t) = elag —|—/ eA=7) Bu(r)dr
0

Démonstration.
i = Az + Bu
e (i — Az) = e "' Bu
otAL —tA
e "““Bu(t
[ Gteaten = [ bt
t
e () — e oAz, = / e ™A Bu(r)dr avec ty = 0
to
Réciproquement

d 1
i(t) = Aetdzg + —/ eA=7) Bu(r)dr
dt Jo
t
= Atz + / Ae*"DABu(r)dr + Bu(t)
0

t
= A(ezg + / e=DABu(7)dr) + Bu(t)
0

= Az(t) + Bu(t)

2.3 Cas discret

(S) . Tr+1 = Agqzp + Baug, x9 € R"
vk = Caxy + Dauy,

k=0 z1 = Agxo+ Baug
k=1 xzo9= Agxri+ Bauy
A2z + AqBauo + Bauy

b k=1  k—1—j
Tk = Adl’o —+ Zj:O Aj de’U,j

En pratique, soit V € K™ inversible, tel que V1AV = J, J € K®*™ matrice de Jordan ou
bien J = A = diag(\;...\,,), \; valeurs propres de A
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Propriété.

AF =v gyt
ou bien si J = A = diag(A1...\p),

AF = vAky

1
etA _ etVJV _ Ve“Vfl

ou si J = A = diag(A1... M),
6tA _ VetAV71

AR = diag(\F)
et = diag(et)

Remarque : si z(t) ou zj connu,
y(t) = Cx(t) + Du(t)

y—k = Cyzy + dgug

3 Commandabilité et observabilité

Probleme : existe-t-il une commande u(t) permettant de passer d’un point de fonctionnement
at=t;aunautreat==ty?

3.1 Commandabilité

Définition (Cas analogique). Le systéme (S) est dit commandable si
Va(t =to) =20 € KV et Vay = 2(t = t;) € K"

il existe une commande u(t) continue (par morceaur) qui ameéne l’état x(t) de l'état xo 4t = tg
vers xy 4t =ty.

Définition (Cas discret). Le systéme (Sq) est commandable si
Vzg € K" et Vzy € K"

il existe une séquence d’échantillons de commande [ug,u1,...ug] qui améne le systéme Sy de
Uétat de xq pour k =0 d xy pour k =n.

Définition (analogique ou discret). On appelle matrice de commandabilité (dite de Kalman),
la matrice notée (obtenue par concaténation)

C(A,B)=[B AB A’B...A" 'B]e K™"
Théoreme. Cas analogique ou discret :

Le systéme (S) est commandable si et seulement si (matrice de rang plein)
rang(C(A,B) =n)
Le systéme (Sq) est commandable si et seulement si
rang(C(Aq, Ba) = n)

Propriété (Corollaire spécifique aux systémes monovariables). Le systémes (S) ou (Sq) est
commandable si et seulement si

det(C(A,B)) #0 ( oudet(C(Aq4,Bg)) #0)
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Démonstration.
k—1

T = Asl‘o + Z A?_l_de’u]‘
§=0
Pour atteindre n’impotre quel état de K¥, il faut que
Im{Ag_l_de}jzo.“k—l =R"
De plus, Vk > n,
Im{AZ_l_de}j:O...k—l = Im{AZ_l_de}jzo...n—l

En effet, d’apres le théoreme d’Hamilton-Cayley, la matrice A est racine de son polynéme ca-
ractéristique : P4(A) =0 donc A™ = — Ez;é apAF.
Dire que Im{ASfl*de}jzo__n_l =K" & rang(C(Aq,Bg)) =n O

Propriété. Soit zq € K",z € K",
ry— Ajzqg=[B AB... A" ][y g . ug) T

Si C(A, B) inversible i.e. systeme commandable, alors on en déduit la séquence de commande
permettant de passe de xq pour k=0 a x¢ pour k =n.

3.2 Observabilité

Définition. Le systéme (S) est observable si Vxg € R™ pourt = tg, il est possible de déterminer
cet état uniquement en se servant de l'entrée u(t) ou uy et de la sortie y(t) ou yi.

Définition. On appelle matrice d’observabilité (dite de Kalman), la matrice

C
CA

O(A,C) = ) e KM
cAr-!
Théoréme. Le systémes (S) ou (Sq) est observalble si et seulement si
rang(O(A,C)) =n  (ourang(O(A4,Cq)) =n
Propriété (Corollaire).
rang(O(A,C)) =n < det(O(A4,C)) #0

Démonstration. Dans le cas discret,

k—1
Y = CdA];:Z:O + Z CdAZ_l_deUj + Dauy
=0
c Yo Uo
cA Y1 Uy
Tqg = - M
CAF-1 Yk Uk—1
avec i _
0
CB
M= caB
| cAk? ... CAB CB 0 |
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k>n-—1
x4 s’obtient si et seulement si rang(O(C, A)) =n O

Définition. On définit le Gramien de commandabilité, noté W, € R"*"

t
We(to,t1) = / e ABBTe™ dr = W,(to,t1)T > 0

to

Théoréme. Le systéme (S) d’équation d’état & = Az + Bu est commandable si et seulement si
W. inversible, c¢’est-a-dire W, > 0.

Démonstration. a) Si W, inversible, alors & = Az + Bu (commandable)
Soient xg, X1 € R".
Soit v(t) bornée sur [tg, 1] défini par v(t) = BTeA "W, (tg, t1) " (x1 — A1 —t0)zg),
v(t) solution de T = AT + Bv,T(tg) = Xo
On a

ty
T(t) = eAlti=to) 3.0 —|—/ eA(tl_T)B’U(T)dT

to

t1

= el g, 4 / AGD BB TIW, (tg, 1) (21 — AT wg)dr + Welto, t1) We(to, t1) (g — eAtr 10
to

= xl

b) Si & = Ax + Bu commandable, alors W, inversible. Montrons que si W, non inversible,
alors © = Ax + Bu non commandable.
Jy € R™\ {0} tel que Wy =0

eyt Wy =0
ty
& yTeATBBTeATTydT =0
to
e=0= BTeATTy = OV € [to, t1]

syTe "B =0

Soit u tel que @ = Az + Bu, x(tg) =0

t1
x(tl):/ eA(tl_T)Bu(T)dT

to
= yTx(tl) =0

Or si y € R™\ {0} il existe z; € R™ tel que yT'z; # 0 par exemple x; = y donc Vu, x(t1) # x1
non commandable. O

Propriété (asymptotique du Gramien). W,(0,00) solution de l’équation de Lyapumov AP +

PAT + BBT =0
Gramien d’observabilité :

t1 T
Wo(to,tl):/ et tCT et dt

to

W,(0,0) solution de ATP+ PA+CTC =0

4 Stabilité
Voir polycopié
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5 Relation modele d’état / fonction de transfert

5.1 Modele d’état vers fonction de transfert

u(t) = [(9)] - y(®)

(5): & = Ax+ Bu, xz(0)=1z9€R"
"l v =Cxz+ Du

jsﬁient Y(p) = L{y(®)}, U(p) = L{u(t)},p € C. X(p) = L{z(t)} = [X1(p) ... Xu(p)]"

L{z} = pX(p) — xo
pX(p) —xo = AX(p) + BU(p)
(pl, — A)X(p) = BU(p) + 20
X(p) = (pln — A)"'BU(p) + (pln — A) 2o

Remarque : X (p) = L{fot e~ A7) Bu(r)dr} + L{e?xo}

Y(p) = CX(p) + DU(p)
Y(p) = [C(pln — A)~'B+ DJU(p) 4+ C(pl, — A)~'zo + DU(p)

Soit G(p) la fonction de transfert entre u et y.

|G(p) = C(p1, — A)'B+D|

Propriété. Les valeurs propres de A (les modes de (S)) sont les péles de la fonction de transfert

G(p).
Démonstration.

(p]-n - A)_l Ad](p]-n - A)

1
~ det(pl, — A)

Or, P4(p) = det(pl,, — A). Adj(pl, — A) € K"*"[X] Les éléments de Adj(pl, — A) sont des
polynomes d’ordre n — 1
_ CAdj(pl, — A)B + DPa(p)

Pa(p)

G(p)

O

5.2 Fonction de transfert / équation différentielle vers modeéle d’état

Voir polycopié
Formes canoniques 4 matrice d’évolution compagnon
Exemple :  4y®)(t) — 2y (¢) + 8y(t) = 2uM(t) — u(t)

On se ramene a une forme conforme au cours (coefficient de plus haut degré égal a 1) :

YO~ 500+ 29(0) = u (1) — Jult)

4
Forme compagnon horizontal de type I : C.=[-1/4 1/2 0], D=0
0 1 0 0
A= 0 0 1 B.=1]0
—2 1/2 0 1
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Forme compagnon horizontal de type II : C.=[0 1/2 —1/4],
0 1/2 -2 1

Ac=1]11 0 0 B.=1]0
0 1 0 0

Forme compagnon vertical de type I :

0 10 —1/4

Ap=11/2 0 1| B,=| 1/2
—2 0 0 0
C.=[1 0 0, D=0

Forme modale (pdles simples)

p*—1
G(p) =
N P[P [y
(651} (6%) Qs
+ +
pPP-1 p+2 p+3
71 Oél’}/l
(S) Ty = -2 Tm+ | Q272 | U
-3 373
y =[1/m /v 1/y3]zm +0, Vv #0

5.3 Changement de base vers une forme canonique

Voir polycopié
5.4 Dualité observation-commande

(S): & = Ax+ Bu, xz(0)=1x9€R"
‘| v =Cxz+ Du

G(s) =C(sl, — A)"'B+ D € R[X]
G(s) est scalaire, donc en transposant (G(s) = G(s)T,D = DT) :
G(s) = BT (s1, — A)7'CT + D € R[X]

Ainsi, 3% € R™ tel que

) i =ATi+CTu
| v =BT#+ Du

C’est la forme duale du modele d’état (monovariable uniquement).

D

0

5.5 Commandabilité et observabilité pour les formes canoniques

Une forme canonique :

— de commandabilité est toujours commandable, I’'observabilité est a étudier
— d’observabilité est toujours observable, la commandabilité est a étudier
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Cas des formes modales :

& A1 & 21
- + u
() : v
y =[n-ml| ¢ | +Dn
Zn i

(S) est commandable (resp. observable) si et seulement si tous les modes sont commandables
(resp. observables)

Si dans la matrice d’application exprimée dans la base modale, un des coefficients est nul,
alors le mode correspondant, donc le systeme, n’est pas commandable. Il en est de méme pour
la matrice d’observation et 1’observabilité.

Cas des formes de Jordan : (exemple)
A1
T = A1 rz+ | - |u, uweR
AL

Ce n’est pas un systéme commandable.
Dans un systéme monovariable (y € R, u € R), si un mode multiple est associé & au moins 2
blocs de Jordan, alors ce mode n’est pas commandable / observable.

6 Stabilisation par retour d’état

(5) &t =Ax+ Bu, z(0)=xz0€R"
| v =Cxz+ Du

Etant donné un systéme en boucle ouverte ot A peut posséder des modes / poles instables,

faiblements amortis, lents,... le but est de se donner un ensemble {\%¢% ... \d¢*} € C" auto-
conjugué, et de chercher une loi de commande u(t) permettant d’obtenir en boucle fermée un
systeme dont les poles / modes sont {A$es, ... Ades,

1(t)
Hypotheéses :  z(t) = e K™

zn (1)

On suppose que les xy(t) sont mesurables, i.e. 2(t) est mesurable.

Définition. Une loi de commande par retour d’état est une expression du type
R* —=R
u(t) = k(x(t)) ot K :
(O=rle@) V5 ) o uft) = (e
Dans le cas d’une loi de commande linéaire, la ldc par retour d’état est une expression du type :
u(t) = Kx(t) ou K € RY*™

K est alors appelé gain du rectour d’état.
Une ldc linéaire par retour d’état et consigne est une expression du type :

u(t) = Kz(t) + ne(t)

ou K € RY™ gain du retour d’état, n € R terme de précommande et e(t) signal de consigne (ou
de référence).
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Schéma bloc :
Mise en équation :

(S) : & =Ax+ Bu, z(0)=xz¢€R"
| yv =Cxz+ Du

Avec u = Kz + ne,

&= Ax+ BKx + nBe
= (A+ BK)x + nBe

Posons Ay = A+ BK € K™*" matrice d’évolution en bf, B,y = nB € K"*! matrice d’applica-
tion du signal de consigne

T = Abfx + Bbfe

Calcul du gain K du retour d’état

On souhaite trouver K € K'*™ tel que {)\‘11, cee )\fll} correspondent aux valeurs propres de
Abf = A+ BK.

Hypotheése : (S) est commandable, i.e. C(A, B) est inversible.

Soit Pa(A) = det(Al, — A) = A" + a, 1 A"t + ... + a1\ + ao.
Soit I14(p) le polynéme caractéristique désiré en boucle fermée.

n

() = (=9

i=1
=N+, N o N+ ag,ar €R

Ainsi, on cherche K = [ko, k1, ..., ky] tel que

PAbf ()\) = det(/\ln — Abf)
= det(\l, — A— BK)
= IIa(A)
Cette équation polynomiale équivaut a un systeme linéaire de n équations a n inconnues

Koy ki, k.

On identifie terme & terme les monoémes de II;(\) et P,

apy (A) pour obtenir les n équations.

Obtention de K a partir de la forme canonique de commandabilité

M € K™*™ inversible tel que :

L., = A.x+ B.u
(S) : B
y =C.x+ D.u

ou

A= ,Be = : ,x =Mz,

—agp ... —Qnp—1
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u(t) = Kz(t) + ne(t)
u(t) = KMz (t) + ne(t)

Posons K = KM = [k~1 . knll]. Ainsi,

Z. = Az, + B. Kz + nB.e

= A;,facy]Be
r 0 1 0
Ayp = - X + O [0 kn_1]
L —ap ... —Qp—1 1
M 0 1
1
L —ap+ko ... —ap—1 +kn_1

Py, (A) = det(Al, — Apy)
= \"4+ (an,1 — knil))\n—l —+ -4 (ao — ];50)

Rappel : si Pa()\) = det(Al, — A), Pp-14p = det(T~Y)Pa(\)det(T).
En identifiant terme a terme P, (M) avec II4()), on obtient

Gn—-1 — kn—l = On—1

ay — ki =

ag — ko = ag

d’ou l;j =a; —a;,7=0..n—1et enfin, K = KM—!

Autre algorithme : formule d’Ackerman

K=1[0...0,1.C(A,B)™" avec C(A,B)=[B AB .. A"'B]

Remarque : il n’y a pas besoin de calculer l'inverse de C(A, B) dans son intégralité, mais seule-
ment la derniére ligne, c’est-a-dire seulement la derniére colonne de la matrice des cofacteurs.

T
*

1

C(A,B)™ = ~ det(C(A, B))

Calcul du terme de précommande 7

() - Z. = (A+ BK)x+ Bnu
"l v =(C+ DK)z+ Bnu

Soit Gys(p) = ((C + DK)(pl, — A— BK)™'B+ D)n

40



UE 421 : Controéle de processus

Erreur statique nulle < Gp(0) = 1 (gain statique unitaire en bf)
_ -1
"= (CYDK)A+BK)"'B-D

Remarque : en cas de boucle mal posée (quand le dénominateur est nul), on peut mettre en
série du systéme de départ un filtre passe-bas.

Poursuite de trajectoire

M € K™*™ inversible tel que

0 1 0
M™'AM = A, = A, = B M™'B=B,=| -
1 0
—-ag ... Ap—1 1
21
T = : , r=DMz,
Zn

Forme canonique de commandabilité

0 1 0
z1 21
1 0
Zn Zn
—ap ... Ap—1 1
Posons a = [—ag ... a,_1], puis v(t) = —a’ x.(t) + u(t), on obtient la forme de Brunowsky :
. 22
21
. Z’n
Zn
v

On parle aussi d’'une chaine d’intégrateurs en cascade.

Application au suivi de trajectoire

Soit y4(t) une trajetoire désirée en boucle fermée.
Si y(t) = z1(t) (par exemple), ...y (t) = zé") (t) = v,

soit e(t) = y(t) — ya(t) = z1(t) — ya(t), ..., e™ (@) = v(t) — y (1)
On pose

v(t) = 457 (1) + kot (0@ = 98TV E) + e+ RO () =y (1) + Koy — ya)

oll les racines du polynéme caractéristique p™ 4k, _1p" ' +ki p+ko sont & partie réelle strictement
négative, alors

lim y(t) = ya(t)

t—o0

Enfin,
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7 Observateur

7.1 Concept

() & =Ax+ Bu, z(0)=z9€R"
‘| v =Cxz+ Du

Seul y est mesuré a chaque instant par un capteur.

L’observateur donne une estimation du vecteur d’état du systeme telle que :
Ve > 0, arbitrairement petit, 37 > 0 tel que

Vi > T, ||x(t) — Z(t)]| < e
But : faire la synthese du systeme (O) sous forme d’état, appelé observateur du systéme (S).

7.2 Observateur asymptotique (extension de l’observateur de Luen-
berger)

Hypothese : systéme (S) observable
Définition. Un observateur asymptotique d’ordre n est donné par le modéle d’état
&= Ai+ Bu+ L(y—19), #(0)=2,€R"

ol & € R™ est le vecteur d’état quelconque de l'observateur et L € R™ ! est le gain de Iobser-
vateur asymptotique. L(y — §) correspond & un terme de correction, et €, = y — § est appelé
mnovation.

But : calculer L € R™*! tel que lim;_,o ||z(t) — 2(2)|] = 0
Soit €,(t) = z(t) — Z(t) € R™, on a
€:(t) = (t) — &(t) = Az(t) + Bu(t) — (A2(t) + Bu(t) + L(y(t) — §(t))
Or, y(t) = Cz(t) + Du(t) et § = C2(t) + Du(t), donc y — § = Ce,
€x(t) = (A — LC)ex(t)
€2(0) = 2(0) — 2(0) = o — o avec zo inconnu et Fo choisi arbitrairement par D'utilisateur.

ex(t) = eATEDY (g — &)

A — LC : dynamique d’observation.
Si les valeurs propres de A — LC' sont a partie réelle strictement négative, alors

lim €, (t) =0 ie. lim Z(t) = z(t)

t—o0 t—o0

Ainsi, on se donne un polyndéme caractéristique désiré pour la dynamique d’observation
Io(A) = I (A = A7)
avec {\;};=1.., auto-conjugué (stable par conjugaison) et Vj, Re(A;) <0
n—1
I,(\) = A"+ Z%-)\Z, v € R
i=0
Soit L=[l; ... l,—1]%,lecalcul de L s’appuie sur la résolution du systeme linéaire (de type

ML =) issu de 'identification terme & terme des monémes de Pa_c(A) = det(Al,,—(A—LC))
avec ceux de II,(N).
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Soit T' € R™ ™ inversible tel que x(t) = Tz (t) conduit & la forme canonique d’observabilité,
c’est-a-dire avec

it ! bn—l

fto = - o + u
b

—ap . 0 0
y(t) =[1 0..0]x + Du

Or, & = A2 + Bu+ L(y — ) et § = Ci.
Posons Z¢ tel quel £ = Tz

Tig = ATido+ Bu+ L(y — )
U =CTZ + Du

- &y = Agio + Bou+ T 'L(y — %)

o Ag =T 'AT,By =T 'B,Cy = CT
Posons L = T 'L = [l,_1...lo)T
éx = (A—LCy)e,
—ap—-1 — l~n71 1

- 0
Calculons Ay — LCy =

1
—apg — Zo 0

Son polynéme caractéristique est Py 7o (A) = A"+ (an—1ln— )AL+ ...+ (ag+1p) (déduit
de la forme de la matrice compagnon).

En identifiant terme & terme les monémes de II4(\) avec Pa_ro(N) : I; =
en déduit L = TL.

7.3 Correcteur par retour de sortie - Correcteur par retour d’état sur
I’état reconstruit

() - & = Ax+ Bu, xz(0)=1z9€R"
| v =Cxz+ Du

Loi de commande par retour d’état et consigne :
ult) = Ka(t) + ne(t)
ou x était supposé entierement mesurable.

En pratique on utilisera

©) & = Az + Bu+ L(y —19)
g =C&+ Du

u(t) = Kz(t) + ne(t)

Correcteur dynamique par retour de sortie avec la structure observateur - retour d’état sur ’état
reconstruit.
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& = A# + BKi 4+ nBe + LC(z — 7)
= (A+ BK — LC)# + LCx + nBE
= (A+ BK — LC)i + L(y — DK# — nDe) + nBe
= (A+ BK — LC — LDK)& + (B — LD)ne + Ly
= Ka2+ Kgee+ Ly

u= Kz +ne+ 0y

Propriété (Principe de séparation). La dynamique du systéme () bouclé au correcteur est
donné par l'union de :

— la dynamique de commande (valeurs propres de A+ BK)
— la dynamique d’observation (valeurs propres de A — LC')

Démonstration. ]

8 Discrétisation
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